
友果培优 www.yogor.cn 与优秀为友

友果，专注昆震提招培训。17751295132 1

分式提优

题型一 分式值为零的条件

【典例分析】（24-25 八年级下·重庆·月考）已知分式
�2−4
3�+6

的值为 0，那么�的值为（ ）

A．� =− 2 且� = 2 B．� =− 2 或� = 2 C．� =− 2 D．� = 2

【答案】D

【分析】本题考查了分式的值为 0 的条件，根据分式的值为 0，分子的值为 0 且分母的值不等于 0 解答

即可求解，掌握分式的值为 ﻿ 0的条件是解题的关键．

【详解】解：∵分式
�2−4
3�+6

的值为 0，

∴�2 − 4 = 0 且 3� + 6 ≠ 0，

∴� = 2，

故选：D．

【变式训练】（24-25 八年级下·湖南长沙·期末）若分式
�−2025
�+2024

的值为 0，则�的取值为_____．

【答案】2025

【分析】本题考查的是分式的值为零的条件，根据分式值为零的条件即可得到答案， 掌握分式值为零的

条件是分子等于零且分母不等于零是解题的关键．

【详解】解：∵分式
�−2025
�+2024

的值为 0，

∴
� − 2025 = 0
� − 2024 ≠ 0 ，

解得：� = 2025，

故答案为：2025．

题型二 分式的求值

【典例分析】（24-25 八年级下·山东泰安·期末）若
�

2�−3�
= 1

5
，那么

�
�
的值是（ ）

A．
1
4

B．
1
2

C．2 D．4

【答案】D

【分析】本题考查了分式方程，由已知分式方程出发，通过交叉相乘转化为整式方程，解出 x 与 y 的关

系式，进而求出结果．

【详解】解：
�

2�−3�
= 1

5
，

交叉相乘得：5� = 2� − 3�，
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将−3�移到左边，合并同类项：8� = 2�，

两边同时除以 2，得：4� = �，

∴ �
�

= 4�
�

= 4，

故选：D．

【变式训练】（24-25 八年级下·四川成都·期末）已知：
��

�+�
=− 1, ��

�+�
= 4

3
, ��
�+�

=− 4
3
，则

���
��+��+��

的值为

____．

【答案】−2

【分析】本题考查了分式的混合运算，灵活运用同分母分式的加法运算的逆运算和倒数的定义是解决问

题的关键．先利用倒数的定义得到
�+�
��

=− 1，�+�
��

= 3
4
，

�+�
��

=− 3
4
，再利用同分母分式的加法运算的逆运算

得到
1
�

+ 1
�

=− 1，1
�

+ 1
�

= 3
4
，

1
�

+ 1
�

=− 3
4
，接着把三个式子相加得

1
�

+ 1
�

+ 1
�

=− 1
2
，然后把等式左边通分后利

用倒数的定义求解．

【详解】解：∵ ��
�+�

=− 1， ��
�+�

= 4
3
，

��
�+�

=− 4
3
，

∴ �+�
��

=− 1，�+�
��

= 3
4
，

�+�
��

=− 3
4
，

∴ 1
�

+ 1
�

=− 1，1
�

+ 1
�

= 3
4
，

1
�

+ 1
�

=− 3
4
，

∴ 1
�

+ 1
�

+ 1
�

+ 1
�

+ 1
�

+ 1
�

=− 1 + 3
4

− 3
4

=− 1，

∴ 1
�

+ 1
�

+ 1
�

=− 1
2
，

∴ ��+��+��
���

=− 1
2
，

∴
���

�� + �� + ��
=− 2．

故答案为：−2．

题型三 求分式值为正（负）数时未知数的取值范围

【典例分析】（24-25 八年级下·江苏常州·期中）如果分式
3�2

4−2�
的值为正数，则�的取值范围是__．

【答案】� < 2 且� ≠ 0

【分析】根据平方的非负性、分式的值为正数可得� ≠ 0，4 − 2� > 0，由此即可得．

【详解】解：∵分式
3�2

4−2�
的值为正数，且 3�2 ≥ 0，

∴ 4 − 2� > 0 且� ≠ 0，

解得� < 2 且� ≠ 0，
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故答案为：� < 2 且� ≠ 0．

【变式训练】（24-25 八年级下·北京海淀·期末）已知关于�的不等式�� + � > 0 的解集是� < 1，则关

于�的不等式
��−�
�−5

> 0 的解集是（ ）

A．−1 < � < 5 B．� <− 1 或� > 5 C．� < 1 或� > 5 D．� > 5

【答案】B

【分析】由题意知，� < 0，� > 0，且− �
�

= 1，故不等式
��−�
�−5

> 0 可变形为
� + 1 < 0
� − 5 < 0 或

� + 1 > 0
� − 5 > 0 ，解

之即可．

【详解】解：∵不等式�� + � > 0 的解集是� < 1，

∴� < 0，且− �
�

= 1，

∴� =− � > 0，

∴不等式
��−�
�−5

> 0 可变为
�−�

�
�−5

> 0，

∴
�+1
�−5

> 0

∴
� + 1 < 0
� − 5 < 0 或

� + 1 > 0
� − 5 > 0 ，

∴� <− 1 或� > 5．

故选：B．

题型四 求使分式值为整数时未知数的整数值

【典例分析】（24-25 八年级下·重庆丰都·期末）若一个四位数满足百位数字和十位数字相同，千位数

字与个位数字之和为 7，这样的数称为“两同和七数”．已知�为一个“两同和七数”，且�可以被 9 整

除．则满足条件�的最大值是_____．将�的各个数位数字之和记为� � ，�的个位数字与千位数字的差

记为� � ，并令� � = � �
� �

，当� � 是整数时，则满足条件�的最小值是_____．

【答案】 7110 2115

【分析】本题考查不等式的性质，整式的加减，分式的值等知识，灵活运用不等式的性质推导是解题的

关键．设 M 的千位是 a，百位是 b，则十位数字是 b，个位数字是 7 − �，1 ≤ � ≤ 7， � = 999� +

110� + 7，� � = 2� + 7．根据 M 可以被 9 整除和 a 的取值范围可知 2� + 7 = 9，从而可得�的最大

值，求解� � = 9，又求出� � = 7 − 2�，再根据� � = � �
� �

， � � 是整数求出 a 的值，从而得出

复合条件的 M的值，继而求出满足条件 M 的最小值．

【详解】解：设 M的千位是 a，百位是 b，则十位数字是 b，个位数字是 7 − �，1 ≤ � ≤ 7，
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∴� = 1000� + 100� + 10� + 7 − � = 999� + 110� + 7，� � = � + � + � + 7 − � = 2� + 7．

∵M可以被 9整除，� = 999� + 110� + 7 = 9 111� + 12� + 2� + 7，

∴2� + 7 是 9的倍数，

又∵0 ≤ � ≤ 9，且 b 为自然数，

∴7 ≤ 2� + 7 ≤ 25，且 2� + 7 是奇数，

∴2� + 7 = 9，即� � = 9．

解得：� = 1，

∵�为一个“两同和七数”，

∴当� = 7 时，则 7 − � = 0，

∴�的最大值为 7110；

又∵M 的个位数字与千位数字的差记为� � ，即� � = 7 − � − � = 7 − 2�．

∴� � = � �
� �

= 9
7−2�

，

又∵1 ≤ � ≤ 7，且 a 为正整数，

∴−7 ≤ 7 − 2� ≤ 5，且 7 − 2�是奇数，

又∵� � 是整数，

∴7 − 2� =− 3 或−1 或 1 或 3，

解得：� = 5 或 4 或 3 或 2，

∴� = 5112 或 4113 或 3114 或 2115．

∴满足条件 M 的最小值是：2115．

故答案为：7110；2115．

【变式训练】（24-25 八年级下·湖南长沙·期末）若
�2−5�+4

�−3
的值为整数，则符合要求的整数 x 的个数为

（ ）

A．1个 B．2个 C．3 个 D．4 个

【答案】D

【分析】本题主要考查了分式的化简，解题的关键需要分离常数，转化思考．

先将分式
�2−5�+4

�−3
分离常数得到� − 2 − 2

�−3
，再将问题转化为

2
�−3

为整数的问题求解．

【详解】解：
�2−5�+4

�−3
= �−3 2+ �−3 −2

�−3
= � − 3 + 1 − 2

�−3
= � − 2 − 2

�−3
，

∵
�2−5�+4

�−3
的值为整数，�为整数，
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∴
2

�−3
为整数，

∴� − 3 =± 1 或� − 3 =± 2，

∴� = 4 或 2 或 5 或 1，

故选：D．

题型五 利用分式的基本性质判断分式值的变化

【典例分析】（24-25 八年级下·江苏盐城·月考）将分式
4�−3�

5��
中的�、�同时扩大为原来的 3 倍，分式

的值将（ ）

A．扩大 3 倍 B．不变 C．缩小为原来的
1
3

D．缩小为原来的
1
9

【答案】C

【分析】根据分式的基本性质求解即可．

【详解】设� = 4�−3�
5��

，

若� 、�同时扩大为原来的 3 倍，

则有：
4 �×3 −3 �×3

5 �×3 �×3
= 3 4�−3�

9×5��
= 1

3
× 4�−3�

5��
= 1

3
�，

∴缩小为原来的
1
3
，

故选：C．

【变式训练】（24-25 八年级下·江苏无锡·期中）将分式
��

2�+�
中的 x，y 的值都变为原来的 2 倍，则该分

式的值（ ）

A．变为原来的 2 倍 B．变为原来的 4 倍 C．不变 D．变为原来的一半

【答案】A

【分析】把原分式中的 x、y 分别替换成 2x，2y ，然后利用分式的基本性质化简即可得到答案．

【详解】解：∵分式
��

�+�
中 x、y 的值都变为原来的 2 倍，

∴分式
��

�+�
变为：

2�⋅2�
2�+2�

= 2��
�+�

则该分式的值变为原来的 2倍．

故选：A．

题型六 约分

【典例分析】（23-24 八年级下·河北承德·期中）若
4−☆

�−2
表示的是一个最简分式，则☆可以是（）
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A．2� B．� C．4� − �2 D．�2

【答案】B

【分析】本题考查了最简分式，根据最简分式的定义，即可求解．最简分式定义，分子与分母没有公因

式的分式，叫最简分式．

【详解】解：A、当☆为 2�时，
4−2�
�−2

=− 2，不是最简分式，故该选项不符合题意；

B、当☆为 x 时，
4−�
�−2

，是最简分式，故该选项符合题意；

C、当☆为 4� − �2时，
4−4�+�2

�−2
= �−2 2

�−2
= � − 2，不是最简分式，故该选项不符合题意；

D、当☆为�2时，
4−�2

�−2
= − �+2 �−2

�−2
=− � − 2，不是最简分式，故该选项不符合题意；

故选：B．

【变式训练】（24-25 七年级下·全国·课后作业）（运算能力）定义：若一个分式约分后是一个整式，则

称这个分式为“巧分式”，约分后的整式称为这个分式的“巧整式”．例如：
4�2−8�

�−2
= 4�(�−2)

�−2
= 4�，则称分

式
4�2−8�

�−2
是“巧分式”，4�为它的“巧整式”．根据上述定义，解决下列问题：

(1)下列分式中是“巧分式”的有_______（填序号）；

①
(�−1)(2�−3)(�+2)

(�−1)(�+2)
；②

2�+5
�+3

；③
�2−�2

�+�
．

(2)若分式
−2�3+2�

�
的“巧整式”为 1 − �，请判断

2�3+4�2+2�
�

是否是“巧分式”，并说明理由．

【答案】(1)①③

(2)是，见解析

【分析】本题考查了分式的化简、因式分解．

（1）根据“巧分式”的定义，逐个判断得结论；

（2）根据给出的“巧分式”的定义可得�；将 A 代入，约分后看是否是一个整式，即可得出结论．

【详解】（1）解：∵ (�−1)(2�−3)(�+2)
(�−1)(�+2)

= 2� − 3，2� − 3 是整式，

∴①是“巧分式”；

∵ 2�+5
�+3

= 2�+6−1
�+3

= 2 �+3 −1
�+3

= 2 − 1
�+3

，2 − 1
�+3

不是整式，

∴②不是“巧分式”；

∵ �2−�2

�+�
= �−� �+�

�+�
= � − �，� − �是整式，

∴③是“巧分式”；
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（2）解：∵分式
−2�3+2�

�
的“巧整式”为 1 − �．

∴ � = −2�3+2�
1−�

，

∴ � = 2� 1−�2

1−�
= 2� 1−� 1+�

1−�
= 2� 1 + � = 2�2 + 2�；

∵ 2�3+4�2+2�
2�2+2�

= 2� �2+2�+1
2� �+1

= �+1 2

�+1
= � + 1，

又� + 1 是整式，

∴ 2�3+4�2+2�
�

是“巧分式”．

题型七 最简分式

【典例分析】（23-24 八年级下·河北廊坊·月考）若
1−☆

�−1
表示的是一个最简分式，则☆可以是

（ ）

A．2� B．� C．�2 D．1

【答案】A

【分析】本题考查了最简分式，熟练掌握最简分式的定义是解题的关键，利用最简分式的定义对每个选

项进行判断即可得出结论．

【详解】解：A、☆为 2�时，
1−☆

�−1
= 1−2�

�−1
，原式为最简分式，故选项符合题意；

B、☆为�时，
1−☆

�−1
= 1−�

�−1
=− 1，原式不是最简分式，故选项不符合题意；

C、☆为�2时，
1−☆

�−1
= 1−�2

�−1
=− 1 + � ，原式不是最简分式，故选项不符合题意；

D、☆为 1 时，
1−☆

�−1
= 1−1

�−1
= 0，原式不是最简分式，故选项不符合题意；

故选：A．

【变式训练】（24-25 八年级下·山东淄博·月考）下列各式中，最简分式有 _____个．

①
1

1−�
；②

4�+2
2�

；③
�

3�
；④

10+4�
5+2�

；⑤
4�2+10�

2�+5

【答案】2

【分析】此题考查了最简分式的定义，根据最简分式的定义，只要判断出分子分母是否有公因式即可，

掌握最简分式的概念是解题的关键．

【详解】解：①
1

1−�
，③

�
3�
的分子、分母中不含有公因式，是最简分式，故符合题意；

②
4�+2

2�
的分子、分母中含有公因式 2，不是最简分式，故不符合题意；
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④
10+4�
5+2�

的分子、分母中含有公因式 5 + 2� ，不是最简分式，故不符合题意；

⑤
4�2+10�

2�+5
的分子、分母中含有公因式 2� + 5 ，不是最简分式，故不符合题意；

综上，最简分式有 2 个，

故答案为：2．

题型八 最简公分母

【典例分析】（23-24 八年级下·山东青岛·单元测试）分式
�

2�7与
1

5�4的最简公分母是（ ）

A．10�7 B．7�7 C．10�11 D．7�11

【答案】A

【分析】本题考查了最简公分母，根据最简公分母的定义即可解答，掌握最简公分母的定义是解题的关

键．

【详解】解：分式
�

2�7与
1

5�4的最简公分母是为 2 × 5 × �7 = 10�7，

故选：A．

【变式训练】（2024·辽宁盘锦·三模）在解分式方程：
�−1
�2−4

+ 2 = 1
�2+2�

的过程中，去分母时，需方程两

边都乘以最简公分母________________．

【答案】�(� + 2)(� − 2)

【分析】本题考查最简公分母的知识，先把分母�2 − 4 和�2 + 2�因式分解，即可求得分式的最简公分

母，熟练解分式方程是解题的关键．

【详解】解：∵ �2 − 4 = �(� + 2)(� − 2)，�2 + 2� = �(� + 2)，

∴分式
�−1
�2−4

和
1

�2+2�
的最简公分母为�(� + 2)(� − 2)，

∴去分母时，需方程两边都乘以最简公分母�(� + 2)(� − 2)．

故答案为：�(� + 2)(� − 2)．

题型九 通分

【典例分析】（24-25 八年级下·全国·课后作业）小强昨天做了一道分式题：“对下列分式通分：
�−3
�3−�

，

3
�−�2”．他的解答过程如下．请你指出他的错误，并改正．

�−3
�3−�

= �−3
� �2−1

= �−3
�(�+1)(�−1)

= � − 3，…①

3
�−�2 = 3

�(1−�)
= 3(�+1)

�(�+1)(�−1)
= 3(� + 1)．…②
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【答案】见解析

【分析】此题考查了通分，解答此题的关键是熟知找公分母的方法：（1）系数取各系数的最小公倍数；

（2）凡出现的因式都要取；（3）相同因式的次数取最高次幂．

将两式系数取各系数的最小公倍数，相同因式的次数取最高次幂，找出最简公分母，再通分即可．

【详解】解：错误：①的最后结果不能进行去分母，②的通分过程中符号出现问题，并且不能进行去分

母．

改正：
�−3
�3−�

= �−3
� �2−1

= �−3
�(�+1)(�−1)

，

3
� − �2 =

3
�(1 − �) =−

3(� + 1)
�(� + 1)(� − 1)

【变式训练】（23-24 八年级下·河南周口·月考）分式
�

3�
与− ��

2�
的最简公分母是________，通分后的结果

是________、________．

【答案】 6�� 2��
6��

− 3�2�
6��

【分析】此题考查了分式的通分，分式的最简公分母是通常取各分母系数的最小公倍数与字母因式的最

高次幂的积作公分母，这样的公分母叫做最简公分母，据此解答．

【详解】分式
�

3�
与− ��

2�
的最简公分母是 6��，

�
3�

= �⋅2�
3�⋅2�

= 2��
6��

, − ��
2�

=− ��⋅3�
2�⋅3�

=− 3�2�
6��

，

故答案为：6��；2��
6��

；− 3�2�
6��

．

题型十 分式加减混合运算

【典例分析】（23-24 八年级下·安徽宿州·月考）（1）观察下列各式：
1
6

= 1
2×3

= 1
2

− 1
3
，

1
12

= 1
3×4

= 1
3

− 1
4
，

1
20

= 1
4×5

= 1
4

− 1
5
，

1
30

= 1
5×6

= 1
5

− 1
6
，……，由此可推断

1
72

=_________=___________．

（2）请猜想能表示（1）的特点的一般规律，用含 m 的等式表示出来为___________=__________（m 表示

正整数）；

（3）请参考（2）中的规律计算：
1

�−3 �−2
− 2

�−3 �−1
+ 1

�−2 �−1
．

【答案】（1）
1

8×9
，

1
8

− 1
9
；（2）

1
� �+1

，
1
�

− 1
�+1

；（3）0

【分析】此题考查了分式加减混合运算、数字类规律探究，掌握规律是解题的关键．

（1）按照题目中的例子进行解答即可；

（2）根据例子写出规律即可；
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（3）先求出
1

�−1
− 1

�−3
=− 2

�−3 �−1
，再把所求式子按照规律进行计算即可．

【详解】解：（1） 根据对式子的观察，可以将分母 72 分解为 8 × 9，再按规律写出：
1
72

= 1
8×9

= 1
8

− 1
9
；

（2）用 m 表示由原分母分解出来的较小的因数，用 m+1 表示较大的因数，得：
1

� �+1
= 1

�
− 1

�+1
；

故答案为：
1

� �+1
，

1
�

− 1
�+1

；

（3）∵
1

�−1
− 1

�−3
= �−3 − �−1

�−1 �−3
=− 2

�−3 �−1
，

∴− 2
�−3 �−1

= 1
�−1

− 1
�−3

，

∴
1

�−3 �−2
− 2

�−3 �−1
+ 1

�−2 �−1
，

=
1

� − 3
−

1
� − 2

+
1

� − 1
−

1
� − 3

+
1

� − 2
−

1
� − 1

=
1

� − 3
−

1
� − 2

+
1

� − 1
−

1
� − 3

+
1

� − 2
−

1
� − 1

= 0.

【变式训练】（2024·山东滨州·二模）人们把
5−1
2

这个数叫做黄金分割数，著名数学家华罗庚的优选法

中的 0.618 就应用了黄金分割数．设� = 5+1
2

，� = 5−1
2

，记�1 = 1
1+�1 + 1

1+�1，�2 = 2
1+�2 + 2

1+�2，……，

�10 = 10
1+�10 + 10

1+�10，则�1 + �2 + …… + �10的值为______．

【答案】55

【分析】本题考查了数式的变化规律，从题目中找出式子间的变化规律是解题的关键．

根据题意可得：�� = 5+1
2

× 5−1
2

= 5−1
4

= 1，利用分式的加减法求出各�的值后，相加即可．

【详解】解：∵�� = 5+1
2

× 5−1
2

= 5−1
4

= 1

∴�1 = 1
1+�1 + 1

1+�1 = 2+�1+�1

1+�1+�1+��
= 2+�1+�1

2+�1+�1 = 1，�2 = 2
1+�2 + 2

1+�2 = 2× 2+�2+�2

1+�2+�2+�2�2 = 2× 2+�2+�2

2+�2+�2 = 2，

……

�10 = 10
1+�10 + 10

1+�10 = 10× 2+�10+�10

1+�10+�10+�10�10 = 10× 2+�10+�10

2+�10+�10 = 10，

∴�1 + �2 + …… + �10 = 1 + 2 + …… + 10 = 55；

故答案为：55．

题型十一 分式加减的实际应用

【典例分析】（2024·河北保定·三模）图 1中阴影部分的面积为�1（边长为 a 的大正方形中有一个边长

为 b的小正方形）．图 2 中阴影部分的面积为�2（边长为 a的大正方形中有一个长为 a、宽为 b的小长方
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形），� > � > 0，设� = �1
�2
，则 k 的取值范围为___________．

【答案】1 < � < 2

【分析】本题主要考查了列代数式、因式分解的应用等知识点，根据题意得到� = 1 + �
�
是解答本题的关

键．根据题意可得�1 = �2 − �2，�2 = �2 − ��，从而得到� = 1 + �
�
，再根据� > � > 0，可得 0 < �

�
< 1，

从而得到 1 + �
�
的取值范围即�取值范围．

【详解】解：由题意得，�1 = �2 − �2，�2 = �2 − ��，

∵ � > � > 0，

∴ � − � ≠ 0，

∴ � = �1

�2
= �2−�2

�2−��
= �+� �−�

� �−�
= �+�

�
= 1 + �

�
，

∵ � > � > 0，

∴ 0 < �
�

< 1，

∴ 1 < 1 + �
�

< 2，

即 1 < � < 2，

故答案为：1 < � < 2．

【变式训练】（23-24 八年级下·浙江杭州·期末）甲、乙两人前后两次同时在同一家超市购买大米，前

后两次购买大米的价格每千克分别为 m 元和 n元（m，n为不相等的正数）．若甲每次购买 p千克大米，乙

每次花 p元钱购买大米（p为正数）．则甲、乙两种购买方式平均价格低的是（ ）

A．甲 B．乙 C．甲、乙一样 D．不确定

【答案】B

【分析】本题考查分式加减的应用，解题关键是理解题意．根据题意分别算出甲乙两次购买大米的平均

价格，再作差，利用完全平方公式进行比较即可求解．

【详解】解：依题得：甲两次购买大米的平均价格为
��+��

�+�
= �+�

2
，

乙两次购买大米的平均价格为
�+�
�
�+�

�
= 2� × ��

��+��
= 2��

�+�
，
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∵ �+�
2

− 2��
�+�

= �+� 2−4��
2 �+�

= �−� 2

2 �+�
，

又∵ � ≠ �，

∴ �+�
2

− 2��
�+�

= �−� 2

2 �+�
> 0，

即
�+�

2
> 2��

�+�
，乙两次购买大米的平均价格更低，更合理．

故选：B．

题型十二 含乘方的分式乘除混合运算

【典例分析】（24-25 八年级下·全国·期末）当� = 2，� =− 3 时， �� 3 × − �
�2

3
÷ − �

�

4
=____．

【答案】−18

【分析】本题考查了分式的乘除运算，首先根据分式的乘除运算法则进行计算，把分式化简可得原式=−

��2，然后再把� = 2，� =− 3 代入化简后的代数式计算即可．

【详解】解： �� 3 × − �
�2

3
÷ − �

�

4

= �3�3 × −
�3

�6 ÷
�4

�4

=− �3�3 ×
�3

�6 ×
�4

�4

=− ��2，

当� = 2，� =− 3 时，

原式=− ��2 =− 2 × −3 2 =− 2 × 9 =− 18．

故答案为：−18 ．

【变式训练】（24-25 八年级下·山东东营·月考）（1）计算： − 2�
�2

2
⋅ 2�

�

2
÷ − 2�2

�
；

（2）已知� + 2� = 4，� − 2� =− 1，先化简再求值：
�2−4�2

�2+2��+�2 ÷ �+2�
�+�

2
；

（3）已知� − � = 1
2
，�� =− 3

4
，先分解因式，再求值：�3� − 2�2�2 + ��3．

【答案】（1）− 8�
�4；（2）

�−2�
�+2�

，− 1
4
；（3）�� � − � 2，− 3

16

【分析】（1）先计算分式的乘方运算，然后按照分式的乘除混合运算法则计算即可；

（2）将第一项的分子用平方差公式分解因式，将其分母用完全平方公式分解因式，同时计算分式的乘方

运算，然后按照分式的乘除混合运算法则计算即可，得到结果后再将各式代入求值；

（3）先用提公因式法和完全平方公式分解因式，得到结果后再将各式代入求值即可．

【详解】解：（1） − 2�
�2

2
⋅ 2�

�

2
÷ − 2�2

�
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=−
4�2

�4 ⋅
4�2

�2 ⋅
�

2�2

=− 8�
�4；

（2）
�2−4�2

�2+2��+�2 ÷ �+2�
�+�

2

=
� + 2� � − 2�

� + � 2 ÷
� + 2� 2

� + � 2

=
� + 2� � − 2�

� + � 2 ⋅
� + � 2

� + 2� 2

= �−2�
�+2�

，

把� + 2� = 4，� − 2� =− 1 代入上式，得：
�−2�
�+2�

= −1
4

=− 1
4
；

（3）�3� − 2�2�2 + ��3

= �� �2 − 2�� + �2

= �� � − � 2，

把� − � = 1
2
，�� =− 3

4
代入上式，得：

�� � − � 2 = − 3
4

× 1
2

2
=− 3

16
．

题型十三 分式加减乘除混合运算

【典例分析】（25-26 八年级下·陕西西安·月考）化简：
1

�−2
− 3

�2−4
÷ �−1

�−2

【答案】
1

�+2

【分析】先通分括号内，再把除法化为乘法，最后运算乘法，即可作答．

【详解】解：
1

�−2
− 3

�2−4
÷ �−1

�−2

=
� + 2

� − 2 � + 2
−

3
� − 2 � + 2

÷
� − 1
� − 2

=
� − 1

� − 2 � + 2
⋅
� − 2
� − 1

= 1
�+2

．

【变式训练】（25-26 八年级下·广东湛江·开学考试）先化简，再求值：
3�

�−2
− �

�+2
÷ �

�2−4
，其中� = 1

【答案】化简为 2� + 8，值为 10

【分析】先对括号内的两个分式进行通分，计算出括号内的结果；再将除法运算转化为乘法运算；接着

利用平方差公式分解因式后进行约分化简，得到最简整式；最后将� = 1 代入最简式计算出最终结果．
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【详解】解：原式= 3�(�+2)
(�−2)(�+2)

− �(�−2)
(�−2)(�+2)

÷ �
�2−4

=
3�(� + 2) − �(� − 2)

(� − 2)(� + 2)
·
�2 − 4

�

=
3�2 + 6� − �2 + 2�

(� − 2)(� + 2)
·
(� − 2)(� + 2)

�

=
2�2 + 8�

�

=
�(2� + 8)

�

= 2� + 8．

当� = 1 时，原式= 2� + 8 = 2 × 1 + 8 = 10．

题型十四 分式化简求值

【典例分析】（24-25 八年级下·四川遂宁·期中）化简
�2−9

�2+6�+9
÷ �−3

�2+3�
− �−�2

�2−1
，然后在 0，1，2，3 中选

一个你认为合适的�值，代入求值．

【答案】
8
3

【分析】根据分式有意义的条件和除数不为 0，可知�的值只能选 2，根据分式的运算法则把分式化简，

再把� = 2 代入化简后的分式中计算求值．

【详解】解：∵ �2−9
�2+6�+9

÷ �−3
�2+3�

− �−�2

�2−1
有意义，

∴

�2 + 6� + 9 ≠ 0
� − 3 ≠ 0

�2 + 3� ≠ 0
�2 − 1 ≠ 0

，

整理得：

� + 3 2 ≠ 0
� − 3 ≠ 0

� � + 3 ≠ 0
� + 1 � − 1 ≠ 0

，

∴ � ≠± 3、� ≠± 1、� ≠ 0，

∴ � = 2，

∴
�2 − 9

�2 + 6� + 9
÷

� − 3
�2 + 3�

−
� − �2

�2 − 1

=
� + 3 � − 3

� + 3 2 ÷
� − 3

� � + 3
−

� 1 − �
� + 1 � − 1

=
� − 3
� + 3

×
� � + 3

� − 3
−

� 1 − �
� + 1 � − 1

= � +
�

� + 1
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=
� � + 1

� + 1
+

�
� + 1

= �2+2�
�+1

，

当� = 2 时，

可得：原式= �2+2�
�+1

= 22+2×2
2+1

= 8
3
．

【变式训练】（24-25 八年级下·云南文山·期末）先化简代数式：
1

�−1
− 1

�+1
÷ �

�2−1
，再从−1,0,1, − 2

四个数中选择一个恰当的作为�的值，代入求出代数式的值．

【答案】
2
�
，当� =− 2 时，原式=− 1

【分析】本题考查了分式化简求值，先通分，再运算乘法，化简得
2
�
，结合分母不为 0，最后把� =− 2 代

入
2
�
，得出分式的值为−1．

【详解】解：
1

�−1
− 1

�+1
÷ �

�2−1

=
� + 1

� + 1 � − 1 −
� − 1

� + 1 � − 1 ÷
�

� + 1 � − 1

=
� + 1 − � + 1
� + 1 � − 1

×
� + 1 � − 1

�

= 2
�
；

∵�2 − 1 ≠ 0, � ≠ 0，

∴� ≠± 1, � ≠ 0

∴把� =− 2 代入
2
�

= 2
−2

=− 1．

题型十五 分式最值

【典例分析】（25-26 八年级下·山东威海·期末）分式
1

�2+2�+5
的最大值是（ ）

A．5 B．6 C．
1
4

D．− 1
5

【答案】C

【分析】本题考查分式的最值，利用完全平方公式，求出分母的最小值，进而求出分式的最大值即可．

【详解】解：∵�2 + 2� + 5 = � + 1 2 + 4，且 � + 1 2 ≥ 0，

∴�2 + 2� + 5 = � + 1 2 + 4 ≥ 4，

∴�2 + 2� + 5 的最小值为 4，

∴分式
1

�2+2�+5
的最大值是

1
4
；
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故选：C．

【变式训练】（25-26 八年级下·江苏镇江·月考）请仔细阅读下面材料，然后解决问题：

在分式中，对于只含有一个字母的分式，当分子的次数大于或等于分母的次数时，我们称之为“假分

式”，例如：
�

�+1
, �2

�+1
；当分子的次数小于分母的次数时，我们称之为“真分式”，例如：

1
�+1

, �
�2+1

．我们知

道，假分数可化为带分数，例
13
4

= 12+1
4

= 3 + 1
4

= 3 1
4
，类似的，假分式也可以化为“带分式”（整式与真

分式和的形式），例如：
�−1
�+1

= �+1−2
�+1

= 1 − 2
�+1

．

(1)将分式
3�

�−1
化为带分式；

(2)当 x 取哪些整数值时，分式
3�

�−1
的值也是整数？

(3)当� =______时，分式
3�2+5
�2+1

的最大值是______．

【答案】(1)3 + 3
�−1

(2)� =− 2,0,2,4

(3)当� = 0 时，分式
3�2+5
�2+1

的最大值是 5

【分析】本题考查了分式的运算与变形，分式的值等知识．

（1）根据材料提供方法变形即可求解；

（2）由（1）得
3�

�−1
= 3 + 3

�−1
，根据分式

3�
�−1

的值是整数，得到
3

�−1
为整数，即可得到当 x 取整数时，� − 1

是 3的整数因数，得到� − 1 =± 1 或� − 1 =± 3，即可求出� =− 2,0,2,4；

（3）
3�2+5
�2+1

变形为 3 + 2
�2+1

，即可得到当�2 + 1 取最小值时，分式
3�2+5
�2+1

有最大值．根据�2 ≥ 0，得到�2 +

1 ≥ 1，求出当� = 0 时，
3�2+5
�2+1

= 5，问题得解．

【详解】（1）解：
3�

�−1
= 3�−3+3

�−1
= 3 �−1 +3

�−1
= 3 + 3

�−1
；

（2）解：∵由（1）得
3�

�−1
= 3 + 3

�−1
，

∵分式
3�

�−1
的值是整数，

∴
3

�−1
为整数，

∴当 x 取整数时，� − 1 是 3 的整数因数，

∴� − 1 =± 1 或� − 1 =± 3，

∴� =− 2,0,2,4；
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（3）解：
3�2+5
�2+1

= 3 �2+1 +2
�2+1

= 3 + 2
�2+1

，

∴当�2 + 1 取最小值时，分式
3�2+5
�2+1

有最大值．

∵�2 ≥ 0，

∴�2 + 1 ≥ 1，

∴当�2 + 1 = 1 即� = 0 时，
3�2+5
�2+1

= 3 + 2
�2+1

= 3 + 2 = 5，

故当� = 0 时，分式
3�2+5
�2+1

的最大值是 5．

题型十六 解分式方程（化为一元一次)

【典例分析】（25-26 八年级下·重庆·月考）解不等式组、解方程：

(1)
4� > 3 � − 1

� < 2�+1
3

(2)
2�

�−3
= 1 + 3

3−�

【答案】(1)−3 < � < 1

(2)� =− 6

【分析】（1）分别求出不等式组中两个一元一次不等式的解集，根据口诀“同大取大，同小取小，大小

小大中间找，大大小小找不到”得到不等式组的解集；

（2）解分式方程先通过去分母将分式方程转化为整式方程，求解整式方程后再进行检验即可．

【详解】（1）解：
4� > 3 � − 1 ①

� < 2�+1
3

②
，

解不等式①得� >− 3，

解不等式②得� < 1，

∴原不等式组的解集为−3 < � < 1；

（2）解：
2�

�−3
= 1 + 3

3−�
，

将方程变形为
2�

�−3
= 1 − 3

�−3
，

方程两边同乘 � − 3 ，得 2� = � − 3 − 3，

移项合并得� =− 6，

检验：当� =− 6 时，� − 3 =− 9 ≠ 0，

∴原分式方程的解为� =− 6．

【变式训练】（25-26 八年级下·四川遂宁·月考）解方程：
3−2�
�−2

= �
2−�

− 2．
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【答案】� = 1

【分析】根据解分式方程的方法解方程即可．

【详解】解：
3−2�
�−2

= �
2−�

− 2

3 − 2� =− � − 2 � − 2

3 − 2� =− � − 2� + 4

� + 2� − 2� = 4 − 3

� = 1；

检验：当� = 1 时，� − 2 = 1 − 2 =− 1 ≠ 0，

� = 1 是原方程的解．

题型十七 根据分式方程解的情况求值

【典例分析】（25-26 八年级下·云南昆明·期末）若关于 x 的分式方程
��−1
�−3

+ 5
3−�

= 1 无解，则 m的值是

（ ）

A．1或 2 B．2或 3 C．1 或 3 D．3 或 0

【答案】A

【分析】本题考查了分式方程的无解问题，先把分式方程化为整式方程得到 � − 1 � = 3，由于关于 x 的

分式方程
��−1
�−3

+ 5
3−�

= 1 无解，分最简公分母为 0 分式方程有增根和化简后的整式方程无解两种情况可求

得 m．

【详解】解：
��−1
�−3

+ 5
3−�

= 1

去分母，得�� − 1 − 5 = � − 3，

� − 1 � = 3．

∵关于 x的分式方程无解，

当� − 1 = 0 时，原方程无解，

∴� = 1，

当最简公分母� − 3 = 0，

� = 3，

当� = 3 时，得� = 2，

综上 m 的值为 1 或 2，

故选 A．
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【变式训练】（25-26 八年级下·甘肃甘南·期末）已知关于�的分式方程
�

�−3
= 2 − �

3−�
无解，求�的值．

【答案】� = 3

【分析】先去分母求出�，再根据无解的条件求解即可

【详解】解：原方程化为
�

�−3
= 2 + �

�−3
，

方程两边同时乘以 � − 3 ，得� = 2 � − 3 + �，

解方程，得� = 6 − �，

∵该分式方程无解，

∴ � = 3，即 6 − � = 3，

∴ � = 3．

题型十八 分式方程无解问题

【典例分析】（25-26 八年级下·湖北荆州·期末）若关于�的分式方程
2

�−4
= 3 − �

�−4
无解，则�的值是

______．

【答案】−2

【分析】本题主要考查了分式方程无解的条件，熟练掌握分式方程增根的产生原因及求解方法是解题的

关键．

先将分式方程化为整式方程，再根据分式方程无解的条件（解为增根），求出�的值．

【详解】解：
2

�−4
= 3 − �

�−4
，

2 = 3(� − 4) − �，

2 = 3� − 12 − �，

3� = � + 14，

� = �+14
3

，

当� = 4 时，原方程分母为零，是增根，此时方程无解，

�+14
3

= 4，

� + 14 = 12，

� =− 2，

故答案为：−2．

【变式训练】（25-26 八年级下·山东烟台·期末）如果关于�的分式方程
��
1−�

+ �
�−1

= 2 无解，那么实数�

的值是（ ）
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A．� ≠ 1 且� ≠− 1 B．� =− 1 C．� = 1 或� =− 1 D．� ≠ 1

【答案】C

【分析】本题考查分式方程无解的情况，分式方程无解分两种：变形后的整式方程无解，或整式方程的

解是原分式方程的增根，需分别讨论这两种情况求�的值．

【详解】解：∵原方程为
��
1−�

+ �
�−1

= 2

∴将方程变形为
−��
�−1

+ �
�−1

= 2

方程两边同乘 � − 1 （� ≠ 1），得−�� + � = 2 � − 1

整理得 � + 1 � = 2

∵原分式方程无解

∴分两种情况讨论：

①当整式方程无解时，� + 1 = 0，解得� =− 1

②当整式方程的解为增根时，增根为� = 1，将� = 1 代入 � + 1 � = 2，得� + 1 = 2，解得� = 1

综上，� = 1 或� =− 1，

故选：C．

题型十九 分式方程的行程问题

【典例分析】（25-26 八年级下·北京·月考）甲和乙计划前往距学校 4km 的图书馆，甲先出发步行前

往，乙在 30 分钟后骑自行车前往，最终甲和乙同时抵达图书馆．若将甲和乙的运动过程看作匀速运动，

已知乙的速度比甲的速度快 5km/h，求甲的速度．设甲的速度为�km/h，请根据题意列出方程

___________．

【答案】
4
�

= 4
�+5

+ 1
2

【分析】本题考查分式方程的实际应用，理解题意并根据等量关系列方程是解题关键．

甲先出发 30 分钟，乙后出发同时到达，即甲所用时间比乙多 0.5 小时，根据速度和时间关系列方程

【详解】解：∵甲的速度为 �km/h，乙的速度比甲的速度快 5km/h，

∴乙的速度为 � + 5 km/h，

∴甲行驶 4km 所用时间为
4
�
小时，乙行驶 4km 所用时间为

4
�+5

小时，

∵由于甲先出发 30 分钟（即 0.5 小时），且两人同时到达，

∴甲所用时间比乙多 0.5 小时，

根据题意可列方程：
4
�

= 4
�+5

+ 1
2
．
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故答案为：
4
�

= 4
�+5

+ 1
2
．

【变式训练】（25-26 八年级下·云南昆明·月考）我国推进科技自立自强，牢筑钢铁长城．近期，我国

自主研制的核动力航母“福建舰”正式下水试航．现“福建舰”在距离 A港正东方向 50 海里的海面以试

航速度航行，此时一架监测直升机从 A 港出发，以比“福建舰”试航的速度多 50 海里/时的速度沿正东

方向追赶“福建舰”，当“福建舰”试航了 25 海里后，监测直升机刚好追上“福建舰”，求“福建舰”的

试航速度．

【答案】25 海里/时

【分析】本题主要考查列分式方程解应用题，根据题意确定等量关系，列出方程是解题的关键．

根据监测直升机从 A 港出发，刚好追上“福建舰”所用的时间与“福建舰”试航所用的时间相等作为等

量关系列分式方程求解即可．

【详解】解：设“福建舰”的试航速度为�海里/时，则监测直升机的速度为 � + 50 海里/时，

由题意得，
25
�

= 50+25
�+50

，

解得� = 25，

答：“福建舰”的试航速度为 25 海里/时．

题型二十 分式方程的工程问题

【典例分析】（25-26 八年级下·重庆潼南·期末）某学校计划利用暑假时间（共 58 天）对全校教室墙壁

进行粉刷，现有甲、乙两个工程队有意承包这项工程，调查发现：乙队单独完成工程的时间是甲队的 1.5

倍，甲、乙两队合作完成工程需要 24 天，甲队每天的工作费用为 1500 元，乙队每天的工作费用为 950

元．

(1)甲、乙两队单独完成这项工程各需多少天？

(2)现有三种方案可选：①甲队单独完成工程，②乙队单独完成工程，③甲、乙两队合作完成工程．请你

选择其中一种方案，既能在暑假时间完工，又能使工程费用最少，并计算出最少工程费用．

【答案】(1)甲单独完成此项工程需要 40 天，乙单独完成此项工程需要 60 天

(2)甲、乙两队合作既能在暑假时间完成工程，同时费用最少，最少费用为 5.88 万元

【分析】本题考查了分式方程的应用，找准等量关系，正确列出分式方程是解题的关键．

（1）设甲工程队单独完成该工程需 x 天，则乙工程队单独完成该工程需 1.5�天，再根据“甲、乙两队合

作完成工程需要 24 天”，列出分式方程，解方程即可；

（2）根据（1）中的结果求出甲单独完成，和甲、乙两队合作完成的费用比较，即可解答．

【详解】（1）解：设甲工程队单独完成此项工程需 x 天，则乙工程队单独完成此项工程需 1.5�天，
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由题意得：
1
�

+ 1
1.5�

× 24 = 1，

即：
1.5+1
1.5�

× 24 = 1，

即：
5
3�

× 24 = 1

解得：� = 40，

经检验：� = 40 是原方程的解，

则 1.5� = 60（天），

答：甲单独完成此项工程需要 40 天，乙单独完成此项工程需要 60 天；

（2）解：由（1）知甲单独完成此项工程需要 40 天，乙单独完成此项工程需要 60 天，

∵40 < 58 < 60，

∴甲能在暑假时间完成，乙不能在暑假时间完成，

又∵甲单独完成的费用为：40 × 1500 = 60000（元），

甲、乙两队合作完成的费用为：24 × 1500 + 950 = 58800（元），

且 58800 < 60000，

∴综上：甲、乙两队合作既能在暑假时间完成工程，同时费用最少，最少费用为 5.88 万元．

【变式训练】（25-26 八年级下·山东滨州·期末）皮影戏是一种在灯光照射下用隔亮布进行表演的民间

戏剧形式．某玩具厂准备生产皮影戏玩具 8000 套，为尽快完成任务，实际每天生产皮影戏玩具的数量是

原计划的 1.6 倍，结果提前 6 天完成任务．设该玩具厂原计划每天生产这种皮影戏玩具 x 套，根据题意

可列方程为（ ）

A．
8000
1.6�

− 8000
�

= 6 B．
8000

�
− 8000

1.6�
= 6

C．
8000

�
+ 8000

1.6�
= 6 D．

8000×1.6
�

− 8000
�

= 6

【答案】B

【分析】本题考查了分式方程的应用，根据题意列出分式方程是解答本题的关键．

设原计划每天生产 x 套，则实际每天生产 1.6�套，再根据生产皮影戏玩具 8000 套，提前 6 天完成任务列

出分式方程并求解即可．

【详解】解：设原计划每天生产 x 套，则原计划天数为
8000

�
，实际每天生产 1.6�套，实际天数为

8000
1.6�

．

∵ 提前 6 天完成任务，

∴
8000

�
− 8000

1.6�
= 6，

故选：B．
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题型二十一 分式方程的经济问题

【典例分析】（24-25 八年级下·河南南阳·月考）某中学购买 A、B两种书架，其中 A种书架的单价比 B

种书架的单价多 20 元，用 600 元购买 A 种书架的个数与用 480 元购买 B 种书架的个数相同．

(1)求 A、B 两种书架的单价各是多少元？

(2)学校准备购买 A、B书架共 15 个，且购买的总费用不超过 1400 元，求最多可以购买多少个 A种书

架？

【答案】(1)A 种书架的单价为 100 元，B种书架的单价为 80 元

(2)最多可以购买 10 个 A 种书架

【分析】（1）设�种书架的单价为�元，则�种书架的单价为(� + 20)元，由题意：用 600 元购买�种书架

的个数与用 480 元购买�种书架的个数相同．列出分式方程，解方程即可；

（2）设可以购买�个�种书架，由题意：学校准备购买�、�书架共 15 个，且购买的总费用不超过 1400

元，列出一元一次不等式，解不等式即可．

【详解】（1）解：设�种书架的单价为�元，则�种书架的单价为(� + 20)元，

根据题意，得：
600

�+20
= 480

�
，

解得：� = 80，

经检验：� = 80 是原分式方程的解．且符合题意，

则� + 20 = 100．

答：�种书架的单价为 100 元，�种书架的单价为 80 元．

（2）解：设可以购买�个�种书架，

根据题意，得：100� + 80(15 − �) ≤ 1400．

解得：� ≤ 10，

答：最多可以购买 10 个�种书架．

【变式训练】（25-26 八年级下·江苏苏州·月考）“给垃圾一个分类的归宿，还我们一个清洁的世界”，

柘城县某小区积极响应号召，准备购买两种类型的分类垃圾桶，在市场上了解到�种类型的垃圾桶比�种

类型的垃圾桶贵 20 元，用 600 元购买�种类型的垃圾桶数量和用 500 元购买�种类型的垃圾桶数量相

同．求购买一个�种类型的垃圾桶和购买一个�种类型的垃圾桶各需要多少元？

【答案】购买一个�种类型的垃圾桶需要 120 元，购买一个�种类型的垃圾桶需要 100 元

【分析】设购买一个�种类型的垃圾桶需要�元，则购买一个�种类型的垃圾桶需要 � + 20 元，根据“总

价÷单价=数量”，利用 600 元购买�种类型的垃圾桶数量和用 500 元购买�种类型的垃圾桶数量相同，建

立分式方程求解即可．
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【详解】解：设购买一个�种类型的垃圾桶需要�元，则购买一个�种类型的垃圾桶需要 � + 20 元，

600
�+20

= 500
�
，

解得� = 100，

经检验，� = 100 是原方程的解，且符合实际意义，

� + 20 = 100 + 20 = 120，

答：购买一个�种类型的垃圾桶需要 120 元，购买一个�种类型的垃圾桶需要 100 元．

题型二十二 分式方程和差倍分问题

【典例分析】（24-25 八年级下·四川成都·期中）某公园为了美化环境，预备购进�, �两款花卉美化公

园，已知�款花卉的单价是�款花卉的 1.4 倍，若花费 14000 元购买�款花卉和 7000 元购买�款花卉，可

购买�款花卉比�款花卉多 300 株．

(1)求�, �两款花卉的单价是分别多少元？

(2)该公园有 12480 元预备款，在不超出预备款的前提下，准备购进�, �两款花卉共 1000 株，其中�款花

卉数量不超过 400 株，求该公园购买花卉的最低总费用为多少？

【答案】(1)A 款花卉单价为 14 元，B 款花卉单价为 10 元

(2)12400 元

【分析】本题考查了分式方程的应用，一元一次不等式的应用，正确列出方程和不等式是解答本题的关

键．

（1）设 B 款花卉单价为 x 元，则 A 款花卉单价为 1.4�元，根据“花费 14000 元购买�款花卉和 7000 元购

买�款花卉，可购买�款花卉比�款花卉多 300 株”列方程求解即可；

（2）设 A 款花卉数量为 a 株，B款花卉为(1000 − �)株，根据�款花卉数量不超过 400 株，列不等式组并

结合一次函数的性质分析求解即可．

【详解】（1）解：设 B款花卉单价为 x 元，则 A 款花卉单价为 1.4�元，由题意可得

14000
1.4�

= 7000
�

+ 300，

� = 10，

经检验，� = 10 是原方程的解，

1.4� = 1.4 × 10 = 14(元) ，

答：A 款花卉单价为 14 元，B 款花卉单价为 10 元；

（2）解：设 A 款花卉数量为 a 株，B款花卉为(1000 − �)株，

根据题意得：
14� + 10 1000 − � ≤ 12480

1000 − � ≤ 400 ，
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解得：600 ≤ � ≤ 620，

设该公园购买花卉的总费用� = 14� + 10 1000 − � = 4� + 10000

∵4 > 0

∴�随�的增大而增大，

∴当 A 款花卉购买 600 株，此时总费用最少为 4 × 600 + 10000 = 12400 元．

【变式训练】（24-25 八年级下·黑龙江哈尔滨·期中）某超市销售甲、乙两种商品，五月份该超市同时

购进甲、乙两种商品共 80 件，购进甲种商品用去 400 元，购进乙种商品用去 1200 元．

(1)已知每件乙种商品的进价是每件甲种商品的进价的 3 倍，求甲、乙两种商品每件的进价

(2)由于甲、乙这两种商品受到市民欢迎，六月份超市决定再次购进甲、乙两种商品共 80 件，且保持

（1）的进价不变，已知甲种商品每件的售价 15 元，乙种商品每件的售价 40 元．要使六月份购进的甲、

乙两种商品共 80 件全部销售完的总利润不少于 600 元，那么该超市最多购进甲种商品多少件？

【答案】(1)甲、乙两种商品的进价分别为每件 10 元、30 元

(2)40 件

【分析】本题考查了分式方程和一元一次不等式的应用，解答本题的关键是读懂题意，设出未知数，找

出合适的等量关系和不等关系，列方程求解．

（1）设甲种商品每件的进价是 x 元，则乙种商品每件的进价为 3�元，根据甲乙两种商品共 80 件以及甲

乙两种商品花的钱数，列方程求解；

（2）设六月份再次购进甲种商品 a 件，则购进乙种商品 80 − � 件，根据总利润不少于 600 元，列不等

式求解．

【详解】（1）解：设甲种商品每件的进价是�元，则乙种商品每件的进价为 3�元.

依题意可得
400

�
+ 1200

3�
= 80，

解得� = 10

经检验� = 10 为原分式方程的解，

∴3� = 3 × 10 = 30

答：甲、乙两种商品的进价分别为每件 10 元、30 元；

（2）解：设六月份再次购进甲种商品�件，则购进乙种商品 80 − � 件，

依题意可得 15 − 10 � + 40 − 30 80 − � ≥ 600

解得� ≤ 40，

∴�的最大值是 40

答：该超市六月份最多购进甲种商品 40 件
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题型二十三 分式方程的其它实际问题

【典例分析】（24-25 八年级下·广东肇庆·期末）2025 年，在国家实行报废补贴、以旧换新利好政策的

推动下，李明的爸爸准备换车，看中了两款价格相同的国产车，请帮李明父子解决以下问题：

燃油车

油箱容积：40 升

油价：7.5 元/升

续航里程：m千米

每千米行驶费

用：

40×7.5
�

元

纯电动汽车

电池容量：80 千瓦时

电价：0.55 元/千瓦

时

续航里程：m 千米

每千米行驶费用：

______元

(1)用含 m 的代数式表示纯电动汽车的每千米行驶费用；

(2)若纯电动汽车每千米行驶费用比燃油车少 0.64 元．

①分别求出这两款车的每千米行驶费用；

②若燃油车和纯电动汽车每年的其它费用分别为 4000 元和 7200 元，设一年内李明爸爸的行驶里程为 x

千米，燃油车和纯电动汽车所需的年费用分别为�1和�2元，请分别写出�1和�2关于 x 的函数表达式（年

费用=年行驶费用+年其它费用），假如你是李明，你会给爸爸提出怎样的购车建议？

【答案】(1)
44
�

(2)①燃油车每千米行驶费用为 0.75 元，纯电动汽车每千米行驶费用为 0.11 元；

②�1 = 0.75� + 4000，�2 = 0.11� + 7200，建议：若行驶里程小于 5000 千米，则买燃油车；

若行驶里程等于 5000 千米，则两种均可；

若行驶里程大于 5000 千米，则买纯电动汽车.

【分析】本题考查列代数式，分式方程的应用，一元一次不等式的应用．

（1）根据表中的信息，可以表示纯电动汽车的每千米行驶费用；

（2）①根据燃油车的每千米行驶费用比纯电动汽车多 0.64 元和表中的信息，可以列出相应的分式方程，

然后求解即可，注意分式方程要检验；

②根据①中结论结合题意直接列出表达式，比较两表达式，即可提出建议．

【详解】（1）解：纯电动汽车的每千米行驶费用为：
80×0.55

�
= 44

�
(元)，

故答案为：
44
�
元；
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（2）①由题意得
40×7.5

�
− 44

�
= 0.64，

解得� = 400，

经检验，� = 400 是原分式方程的解，

∴ 40×7.5
400

= 0.75(元)， 44
400

= 0.11(元)，

答：燃油车的每千米行驶费用为 0.75 元，纯电动汽车的每千米行驶费用为 0.11 元；

②由题意得：�1 = 0.75� + 4000；�2 = 0.11� + 7200．

当�1 < �2，即 0.75� + 4000 < 0.11� + 7200 时，解得� < 5000；

当�1 = �2，即 0.75� + 4000 = 0.11� + 7200 时，解得� = 5000；

当�1 > �2，即 0.75� + 4000 > 0.11� + 7200 时，解得� > 5000；

建议：若行驶里程小于 5000 千米，则买燃油车；

若行驶里程等于 5000 千米，则两种均可；

若行驶里程大于 5000 千米，则买纯电动汽车.

【变式训练】（24-25 八年级下·山东潍坊·期末）某校计划组织八年级师生进行研学旅行，拟租用 10 辆

车．数学兴趣小组就租车问题展开了调查研究，得到如下信息：大型客车载客量为 50 人，中型客车载客

量为 30 人，一辆中型客车的租金比一辆大型客车少 150 元，用 5000 元租大型客车的数量和用 3500 元

租中型客车的数量相同．

(1)一辆大型客车和一辆中型客车的租金分别为多少元？

(2)已知该校八年级师生共 460 人．

①该校至少需要租用多少辆大型客车？

②若租车费用的预算为 4900 元，学校有哪几种租车方案？哪种方案花费最低？

【答案】(1)一辆大型客车的租金为 500 元，一辆中型客车的租金为 350 元；

(2)①该校至少需要租用 8 辆大型客车；

②学校有 2 种租车方案：方案 1：租用 8 辆大型客车，2 辆中型客车；方案 2：租用 9 辆大型客车，1 辆

中型客车；方案 1 花费最低

【分析】本题考查了分式方程的应用，一元一次不等式的应用.

（1）设一辆大型客车的租金为�元，则一辆中型客车的租金为 � − 150 元，根据用 5000 元租大型客车

的数量和用 3500 元租中型客车的数量相同，列出分式方程，解分式方程即可；

（2）①设租用�辆大型客车，则租用中型客车 10 − � 辆，根据大型客车载客量为 50 人，中型客车载客

量为 30 人，师生共 460 人，列出一元一次不等式，解不等式即可；

②设租用�辆大型客车，则租用中型客车 10 − � 辆，根据租车费用的预算为 4900 元，运用（1） 1 的结
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论，列出一元一次不等式，再结合①的结果，即可得出答案．

【详解】（1）解：设一辆大型客车的租金为�元，则一辆中型客车的租金为 � − 150 元，

由题意得：
5000

�
= 3500

�−150
，

解得：� = 500，

经检验，� = 500 是原方程的解，且符合题意，

∴ � − 150 = 500 − 150 = 350，

答：一辆大型客车的租金为 500 元，一辆中型客车的租金为 350 元；

（2）①设至少租用�辆大型客车，则租用中型客车 10 − � 辆，

由题意得：50� + 30(10 − �) ≥ 460，

解得：� ≥ 8，

答：该校至少需要租用 8 辆大型客车；

②设租用�辆大型客车，则租用中型客车 10 − � 辆，

由题意得：500� + 350(10 − �) ≤ 4900，

解得：� ≤ 9 1
3
，

由①得：� ≥ 8，且�为正整数，

∴ � = 8 或� = 9，

当� = 8 时，10 − � = 2，费用为：500 × 8 + 350 × 2 = 4700；

当� = 9 时，10 − � = 1，费用为：500 × 9 + 350 × 1 = 4850；

∴学校有 2 种租车方案：

方案 1：租用 8 辆大型客车，2 辆中型客车；

方案 2：租用 9 辆大型客车，1 辆中型客车；

∵ 4700 < 4850，

∴方案 1 花费最低．

1．（24-25 八年级下·江西赣州·月考）若关于�的一元一次不等式组
2� − 1 ≤ 3 � − 2

�−�
2

> 1 的解集为

� ≥ 5，且关于�的分式方程
�

�−2
+ 2�

2−�
=− 2 有非负整数解，则符合条件的所有整数�的和为（ ）

A．−1 B．−2 C．−3 D．−4

【答案】B
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【分析】解不等式组并根据题意求得�的取值范围，解分式方程并根据题意求得�的取值范围，然后确定�

的整数解，最后把它们相加并计算即可．

【详解】解：解第一个不等式得：� ≥ 5，

解第二个不等式得：� > � + 2，

∵原不等式组的解集为� ≥ 5，

∴ � + 2 < 5，

解得：� < 3，

解分式方程：
�

�−2
+ 2�

2−�
=− 2

去分母得：� − 2� =− 2� + 4，

解得：� = 2�+4
3

，

∵原分式方程有非负整数解，

∴ 2�+4
3

≥ 0 且
2�+4

3
≠ 2 且

2�+4
3

为整数，

则� ≥− 2,且� ≠ 1,且2�+4
3

为整数，

又∵ �＜3 且�为整数，

∴ � =− 2，

则符合条件的所有整数�的和为−2.

2．（2026·黑龙江齐齐哈尔·模拟预测）如果关于�的分式方程
�

�−2
+ 2�−3

2−�
= 1 的解是正数，那么实数�的

取值范围是（）

A．� < 1 且� ≠− 1 B．� >− 5

C．� >− 5 且� ≠ 1 D．� >− 2 且� ≠ 0

【答案】C

【分析】先解分式方程得到 x 关于 m的表达式，再根据解为正数且分母不为零列不等式求解即可．

【详解】解：方程为
�

�−2
+ 2�−3

2−�
= 1，

变形得
�

�−2
− 2�−3

�−2
= 1，

去分母得，� − 2� − 3 = � − 2，

解得：� = �+5
3
，

∵分式方程的分母不能为 0，
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∴� ≠ 2，即
�+5

3
≠ 2，解得� ≠ 1，

∵方程的解是正数，

∴� > 0，即
�+5

3
> 0，解得� >− 5，

综上，实数 m的取值范围是� >− 5 且� ≠ 1．

3．（25-26 八年级下·福建福州·期末）若关于�的分式方程
3�

�−2
= �

2−�
+ 1 的解为正数，则�的取值范围

是（ ）

A．� >− 2 B．� <− 2

C．� >− 2 且� ≠− 6 D．� <− 2 且� ≠− 6

【答案】D

【分析】本题考查了根据分式方程解的情况求值，解一元一次不等式．

先通过去分母求解分式方程，得到解的表达形式，再根据解为正数且分母不为零的条件，列不等式求参

数范围．

【详解】解：
3�

�−2
= �

2−�
+ 1，

去分母，得 3� =− � + � − 2 ，

解得：� = −�−2
2

；

∵分式方程
3�

�−2
= �

2−�
+ 1 的解为正数，

∴
−�−2

2
> 0，

即� <− 2，

在分式方程
3�

�−2
= �

2−�
+ 1 中，分母� − 2 ≠ 0，2 − � ≠ 0，

即� ≠ 2，

故
−�−2

2
≠ 2，得出� ≠− 6，

综上，�的取值范围是� <− 2 且� ≠− 6．

故选：D．

4．（2025·北京·模拟预测）方程
4

3�−1
− 3

�
= 0 的解为_________．

【答案】

� =
3
5

【分析】先通过去分母将分式方程转化为一元一次方程，求解后检验所得解是否使原方程分母不为 0．
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【详解】解：
4

3�−1
− 3

�
= 0

两边同乘最简公分母�(3� − 1)，得 4� − 3(3� − 1) = 0，

去括号，得 4� − 9� + 3 = 0，

合并同类项，得−5� + 3 = 0，

移项，得−5� =− 3，

系数化为 1，得� = 3
5
，

检验：当� = 3
5
时，�(3� − 1) = 3

5
× (3 × 3

5
− 1) = 12

25
≠ 0，即原方程分母不为 0，

故� = 3
5
是原分式方程的解．

5．（25-26 八年级下·上海奉贤·期末）若
�2−1

�
= 2，则�2 + 1

�2的值是______．

【答案】6

【分析】先将已知等式化简得到� − 1
�

= 2，再利用完全平方公式对等式两边平方，整理后即可求出所求

式子的值.

【详解】解：∵ �2−1
�

= 2

∴ �2

�
− 1

�
= � − 1

�
= 2，

将等式两边同时平方，得

� −
1
�

2

= 22

根据完全平方公式展开左边，得

�2 − 2 ⋅ � ⋅ 1
�

+ 1
�2 = 4，

整理得

�2 +
1
�2 − 2 = 4

移项得

�2 + 1
�2 = 6．

6．（25-26 八年级下·山东德州·期末）化简
3

�+1
+ �+3

�2−1
÷ �

�−1
的结果是____________________ ．

【答案】
4

�+1
/

4
1+�

【分析】先根据分式的加减计算括号内的，同时将除法转化为乘法，再根据分式的性质化简，即可求

解．
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【详解】解：原式= 3 �−1 +�+3
�+1 �−1

⋅ �−1
�

=
4�

� + 1 � − 1 ⋅
� − 1

�

= 4
�+1

．

7．（25-26 八年级下·全国·课后作业）已知�2 − � = 10，则
�−1
�+2

⋅ �2−4
�2−2�+1

÷ 1
�2−1

的值为__________．

【答案】8

【分析】先对分式的分子分母进行因式分解，再根据分式乘除的运算法则运算即可求解．

【详解】解：原式= �−1
�+2

⋅ �+2 �−2
�−1 2 ÷ 1

�+1 �−1

=
� − 2
� − 1

⋅ � + 1 � − 1

= � − 2 � + 1

= �2 − � − 2，

∵�2 − � = 10，

∴原式= 10 − 2 = 8．

8．（25-26 八年级下·山东济南·月考）解方程：

(1)
�

�−1
+ 2

1−�
= 2；

(2)
1

�+3
+ 2

�−3
= 12

�2−9
．

【答案】(1)� = 0

(2)原方程无解

【分析】（1）对于分式方程
�

�−1
+ 2

1−�
= 2，解题思路是先将分式方程变形，确定最简公分母为� − 1，两

边同乘最简公分母化为整式方程，求解整式方程后进行验根，确定原方程的解．

（2）对于分式方程
1

�+3
+ 2

�−3
= 12

�2−9
，解题思路是先对分母因式分解，确定最简公分母为 � + 3 � − 3 ，

两边同乘最简公分母化为整式方程，求解整式方程后验根，判断原方程解的情况．

【详解】（1）解：
�

�−1
+ 2

1−�
= 2，

�
�−1

− 2
�−1

= 2，

方程两边同乘 � − 1 ，得

� − 2 = 2(� − 1)，

� − 2 = 2� − 2，
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� − 2� =− 2 + 2，

−� = 0，

� = 0，

检验：当� = 0 时，� − 1 =− 1 ≠ 0，

故原分式方程的解为� = 0．

（2）解：
1

�+3
+ 2

�−3
= 12

�2−9
，

方程两边同乘(� + 3)(� − 3)，得

(� − 3) + 2(� + 3) = 12，

� − 3 + 2� + 6 = 12，

3� + 3 = 12，

3� = 9，

� = 3，

检验：当� = 3 时，(� + 3)(� − 3) = 0，

因此� = 3 不是原分式方程的解．

故原分式方程无解．

9．（24-25 八年级下·吉林长春·期中）解方程：
1

�−2
= 4

�2−4
．

【答案】无解

【详解】解：
1

�−2
= 4

�2−4
，

� + 2 = 4，

� = 2．

检验，当� = 2，最简公分母(� + 2)(� − 2) = 0，

∴� = 2 是原方程的增根．

∴原方程无解．

10．（25-26 八年级下·重庆·月考）“五·一”小长假期间，某旅行社组织了三峡研学活动，共有 80 名

学生报名参加．已知前往研学目的地有大巴车和游船两种出行方式，大巴车的速度是游船的 2.5 倍，在同

时出发的前提下，乘坐大巴车将比乘坐游船提前 24 分钟到达，两种出行方式的路程及票价如下表所示．

游船 大巴车

路程 36km 60km
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票价

一等票 64 元/人

88 元/人

二等票 40 元/人

(1)求游船和大巴车的速度（单位：km/h）；

(2)该旅行社最终选择乘坐游船出行，若要使得所有学生的票价总和不超过 3980 元，则最多购买多少张

一等票？

【答案】(1)游船的速度为 30km/h，大巴车的速度为 75km/h

(2)最多购买 32 张一等票

【分析】（1）设游船的速度为�km/h，则大巴车的速度为 2.5�km/h，然后根据等量关系“乘坐大巴车将

比乘坐游船提前 24 分钟到达”列分式方程求解即可；

（2）设购买 a 张一等票，则可购买 80 − � 张二等票，再根据不等关系“所有学生的票价总和不超过

3980 元”列一元一次不等式求解即可．

【详解】（1）解：设游船的速度为�km/h，则大巴车的速度为 2.5�km/h

根据题意，
36
�

− 60
2.5�

= 24
60
，解得：� = 30，

经检验，� = 30 是原分式方程的解且符合题意，

∴ � = 30，2.5� = 2.5 × 30 = 75．

答：游船的速度为 30km/h，大巴车的速度为 75km/h．

（2）解：设购买 a 张一等票，则可购买 80 − � 张二等票，

由题意可得：64� + 40 80 − � ≤ 3980，解得：� ≤ 32.5．

∵ �为整数

∴ �的最大值为 32．

答：最多购买 32 张一等票．
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