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因式分解提优

题型 01.提公因式与公式法综合

1．分解因式： 2 26 13 6x xy y x y      ____．

【答案】    3 2 2 3x y x y   

【分析】先用十字相乘法对 26 13 6y y  进行因式分解，用提公因式法对 xy x 因式分解，再将  1x y  分

解为    3 2 2 3y y x     ，最后将       2 3 2 2 3 3 2 2 3x y y x y y         整体利用十字相乘法因式分

解，即可求解．

【详解】解： 2 26 13 6x xy y x y    

   2 21 6 13 6x x y y y      ，

     2 1 3 2 2 3x x y y y      ，

      2 3 2 2 3 3 2 2 3x y y x y y          ，

   3 2 2 3x y x y     ．

【点睛】掌握因式分解十字相乘法对于 2x px q  型的式子如果 q能分解为两个数 a，b的积，且有

a b p  时(即 a与b和是一次项的系数)，那么     2x a b x ab x a x b      ,这种分解因式的方法叫做

十字相乘法．

2．若多项式 26 6 4 9m n mn m   可因式分解成    am bn cm d  ，其中 a，b，c， d均为整数，则

a b c d   的值是（ ）

A．5 B．6 C．25 D．30

【答案】A

【分析】本题利用分组分解法对多项式进行因式分解，得到符合形式的因式后，代入计算所求式子的值即

可.

【详解】先整理原多项式，再用分组分解法因式分解：整理原式得：

        2 26 6 4 9 6 4 9 6 2 3 2 3 3 2 3 2 2 3m n mn m m mn m n m m n m n m n m              ，

     3 2 2 3m n m am bn cm d     ，
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得 3, 2, 2, 3a b c d     ，乘以 1 的情况不改变绝对值结果，

计算得： 3 2 5a b    ， 2 3 1c d    ，

5 1 5a b c d     

3．因式分解：    4 41 3 272x x    ．

【答案】

    22 4 19 1 5x x x x   

【分析】利用换元法简化原式，设 2y x  ，再依次通过合并同类项、提取公因式、十字相乘法、平方差

公式逐步分解，最后回代得到最终结果．

【详解】解：设 2y x  ，则 1 1x y   ， 3 1x y   ，

原式    4 41 1 272y y    

   
2 22 21 1 272y y          

     2 2 2 22 1 2 1 2 1 2 1 272y y y y y y y y          

   4 3 2 3 2 2 4 3 2 3 2 22 2 4 2 2 1 2 2 4 2 2 1 272y y y y y y y y y y y y y y y y                  

   4 3 2 4 3 24 6 4 1 4 6 4 1 272y y y y y y y y          

4 22 12 270y y  

 4 22 6 135y y  

  2 22 15 9y y  

    22 15 3 3y y y    ，

再将 2y x  代入得，

原式     22 2 15 2 3 2 3x x x        

    22 4 4 15 1 5x x x x     

    22 4 19 1 5x x x x     ．

题型 02.多步连续彻底因式分解

4．因式分解：  22 8 64y   ___________．
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【答案】   2 4 4y y y 

【分析】本题考查运用公式法因式分解，熟练掌握平方差公式是解题关键．

原式符合平方差的结构形式，先利用平方差公式分解，再对可分解的多项式继续分解即可．

【详解】解：  22 8 64y  

 22 28 8y  

  2 28 8 8 8y y    

 2 2 16y y 

   2 4 4y y y  

5．分解因式： 43 48x   ________．

【答案】     23 4 2 2x x x  

【分析】先提取公因式，再利用平方差公式两次分解因式即可得到结果．

【详解】 43 48x 

 43 16x 

 22 23 4x    

  2 23 4 4x x  

    23 4 2 2x x x    ．

6．分解因式： 2 6 9m n mn n    ___________．

【答案】 2( 3)n m 

【分析】先提取公因式 n ，再利用完全平方公式分解即可．

【详解】解：原式 2( 6 9)n m m   

2( 3)n m   ．

题型 03.完全平方式参数求解

7．已知 82 2 1nM    ，若 M可以转换成某数平方的形式，则 n的取值为_______．

【答案】5，14， 10

【分析】因为 M是平方数，根据完全平方公式 2 2 2( ) 2a b a ab b    ，分情况讨论哪一项是中间项2ab．
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【详解】解：完全平方公式 2 2 2( ) 2a b a ab b    ，分情况讨论哪一项是中间项 2ab；

情况 1：2n是中间项 2ab，此时两个平方项为 8 4 22 (2 ) 和 21 1 ，

∴ 4 52 2 2 1 2ab     ，即 52 2n  ，得 5n  ．

验证： 5 8 22 2 1 32 256 1 289 17M         ，符合要求．

情况 2： 82 是中间项 2ab， 此时两个平方项为 2n和 21 1 ，

∴ 1 82 22 2 2 1 2 2
n n

ab


     ，即 1 8
2
n
  ，解得 14n  ．

验证：    2 214 8 7 7 2 72 2 1 2 2 2 1 1 2 1M           ，符合要求．

情况 3：1是中间项 2ab，此时两个平方项为 2n和 8 4 22 (2 ) ，

∴ 54 02 22 2 2 2 2 2
n n

ab


     ，即 5 0
2
n
  ，解得 10n   ，

验证：    
2 210 5 5 5

2 210 8 4 4 4 41 1 1 12 2 1 2 1 2 2 2 2
2 2 2 2

M 
                                

             
，符合要求．

综上，n的取值为5或14或 10 ．

8．若  2 22 1 4a t ab b   是完全平方式，则实数 t的值为（ ）

A．
5
2

B．
5
2
或

3
2

 C．5 D．4

【答案】B

【分析】本题考查了完全平方公式的应用知识点，掌握完全平方公式的结构特征是解题的关键．

本题根据完全平方公式  22 22a ab b a b    ，分析多项式的结构，得出“中间项系数需满足与首项、末

项的关系”的结论，进而通过解方程求出 t的值，即可解决根据完全平方式的结构特征求字母参数的问

题．

【详解】解：∵  2 22 1 4a t ab b   是完全平方式，

∴    22 22 1 4 2a t ab b a b     ，

∵  2 2 22 4 4a b a ab b    ，

∴  2 1 4t ab ab   ，

即： 2 1 4t    ，

当 2 1 4t   时，
5
2

t  ；
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当 2 1 4t    时，
3
2

t   ，

综上：
5
2

t  或
3
2

t   ．

故选 ：B．

9．若多项式 2 4x mx  能用完全平方公式分解因式，则整数 =m ______．

【答案】 4

【分析】本题考查了完全平方公式的应用，解题的关键是熟悉完全平方公式的结构特征，即

2 2 2)2 (a ab b a b    ，并据此建立关于m的等式求解．

根据完全平方公式的结构，将多项式 2 4x mx  与 2 22a ab b  对应，确定 a x ， 2b  ，从而得到

2 2mx x    ，进而求出整数m的值．

【详解】解： 多项式 2 4x mx  能用完全平方公式分解因式，

2 24 ( 2)x mx x     ．

2 2( 2) 4 4x x x    ，

4mx x   ．

4m   ．

故答案为： 4 ．

题型 04.平方差公式单独变形分解

10．因式分解： 2 29x y  ______

【答案】   3 3x y x y 

【详解】解：    2 29 3 3x y x y x y    ．

11．分解因式：
2 4

9
x   ________．

【答案】
2 2
3 3

x x     
  

【分析】利用平方差公式分解因式即可．

【详解】解：
2 4 2 2

9 3 3
x x x       

  
．

12．如果一个正整数能表示为两个正整数的平方差，那么这个正整数就称为“智慧数”，例如：

2 25 3 2  ，5就是一个“智慧数”．下列各数不是“智慧数”的是（ ）

A．15 B．16 C．17 D．18
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【答案】D

【分析】根据“智慧数”的定义，若正整数 n是智慧数，则存在正整数a b ，使得 2 2n a b  ．利用平方差

公式分解得   n a b a b   ，因此可以通过验证每个选项能否写成两个正整数的平方差来判断．

【详解】解：A、 2 215 4 1 16 1    ，符合智慧数定义，不符合题意；

B、 2 216 5 3 25 9    ，符合智慧数定义，不符合题意；

C、 2 217 9 8 81 64    ，符合智慧数定义，不符合题意；

D、假设   2 218 a b a b a b     ，其中 ,a b为正整数，则 a b 与a b 的奇偶性必须相同，18的正因数对

有      1,18 2,9 3,6， ， ，这三对数均为一奇一偶，不满足同奇同偶的要求，故 18不是智慧数，符合题意．

故选：D．

【点睛】本题考查了平方差公式的应用与正整数的因数分解，解题关键是利用平方差公式将“智慧数”转化

为两个因数的乘积，通过分析因数的奇偶性和整数解来判断是否为智慧数．

题型 05.平方差完全平方公式混合分解

13．若 a，b， c是一组勾股数，且 2 22025 2026a   ， 4050 2026b   ，a c ，则 c  ______．

【答案】4051

【分析】本题考查勾股数的应用，勾股定理，平方差公式，完全平方公式，掌握知识点是解题的关键．

先推导出当 a，b， c是一组勾股数时，a为直角三角形的斜边，再根据勾股定理求解即可．

【详解】解：由题意，得

2 22025 2026a   ， 54050 202 2 202 20 66 2b     ，

∵      22 22025 2026 2 2025 2026 2025 2026 1 0a b          ，

∴ a b ，

∵ a c ，

∴当 a，b，c是一组勾股数时，a为直角三角形的斜边，

∴ 2 2c a b 

  a b a b  

   2 22025 2026 2 2025 2026 1       

 22025 2026 4051  

故答案为：4051．
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14．因式分解： 4 2 2 41 86a a b b   ________．

【答案】    2 22 2a b a b 

【分析】先运用完全平方公式，再运用平方差公式分解因式即可．

【详解】解：      2 24 2 2 4 2 2 2 21 46 8 4 2aa a b b a b b     

   
22 22 2 24 2a b a b     

    2
2 2a b a b   

   2 22 2a b a b   ．

15．因式分解： 4 2 2 427a a b b  ．

【答案】

  2 2 2 25 5a b ab a b ab   

【分析】使用分组分解法进行因式分解，先将原式拆项凑完全平方，再利用平方差公式进行因式分解．

【详解】解：原式 4 2 2 4 2 22 25a a b b a b   

   
2 22 2 5a b ab  

  2 2 2 25 5a b ab a b ab     ．

题型 06.基础四项分组因式分解

16．因式分解：  3 23 2 2x x a x a    ．

【答案】

   22x x x a  

【分析】使用分组分解法求解，先将原式拆分重组，然后用十字相乘法和提公因式法分别分解后，再提取

整体公因式即可得到结果．

【详解】解：原式 3 23 2 2x x ax x a    

   3 23 2 2x x x ax a    

   2 3 2 2x x x a x    

    1 2 2x x x a x    

   2 1x x x a     
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   22x x x a    ．

17．因式分解：  22 21 1 2a b b b    ．

【答案】

     21 1 1a a b  

【详解】解：原式    22 21 1 2a b b b    

   2 22 1 1a b b   

   2 21 1b a  

     21 1 1a a b    ．

18．因式分解： 4 3 22 5 4 12x x x x    ．

【答案】

     21 2 6x x x x   

【分析】使用分组分解法进行因式分解，先将原式拆项分组，提取公因式得到两个二次因式的乘积，再对

其中可分解的二次因式继续分解即可得到结果．

【详解】解：原式 4 3 2 3 2 22 2 6 6 12x x x x x x x x        

     4 3 2 3 2 22 2 6 6 12x x x x x x x x        

2 2 2 2( 2) ( 2) 6( 2)x x x x x x x x        

  2 22 6x x x x    

     21 2 6x x x x     ．

题型 07.分组后结合公式因式分解

19．因式分解： 3 2 2 3a a b ab b   ___________．

【答案】    2a bb a 

【分析】本题考查了因式分解．运用分组分解法，先将多项式合理分组，再依次利用提取公因式法、平方

差公式进行因式分解，直至分解为几个整式的积的形式．

【详解】解： 3 2 2 3a a b ab b  

   3 2 2 3a a b ab b    
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   2 2a a b b a b   

  2 2a b a b  

   a b a b a b   

   2a b a b  

故答案为：    2a bb a  ．

20．分解因式： 2 29 4 4x xy y    ___________．

【答案】    3 2 3 2x y x y   

【分析】本题考查因式分解，先分组得到  2 29 4 4x xy y  ，再利用完全平方公式分解因式，进一步利用

平方差公式分解因式即可．

【详解】解： 2 29 4 4x xy y  

 2 29 4 4x xy y   

 223 2x y  

   3 2 3 2x y x y          

   3 2 3 2x y x y     ，

故答案为：    3 2 3 2x y x y    ．

21．因式分解： 3 2 2 32 7 4x x y xy y    ________．

【答案】    2 4x y x y 

【分析】本题主要考查了分解因式，掌握提取公因式法和公式法是解题的关键．

先利用计算公式，将 34y 变形为 3 35y y  ，结合 3 3x y 因式分解的公式，得到    2 2x y x xy y   ，对

2 2 32 7 5x y xy y  部分先提取公因式 y，再利用十字相乘法进行因式分解，得到   2 5y x y x y  ，再整体

提取公因式  x y ，对余下部分利用十字相乘法进行因式分解即可．

【详解】解：原式    3 3 2 2 32 7 5x y x y xy y    

     2 2 2 22 7 5x y x xy y y x xy y      
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       2 2 2 5x y x xy y y x y x y      

   2 23 4x y x xy y   

   4x y x y x y   

   2 4x y x y   ．

题型 08.因式分解整体代入求值

22．已知 2ab  ， 4a b  ，则代数式 3 2 2 32a b a b ab   ________．

【答案】32

【分析】先对所求代数式进行因式分解，再将已知 2ab  ， 4a b  代入计算即可．

【详解】解： 3 2 2 32a b a b ab 

 2 22ab a ab b  

2( )ab a b 

将 2ab  ， 4a b  代入得，原式 22 4 2 16 32     ．

23．已知 5m n  ， 4mn  ，那么 3 2 2 32m n m n mn   ______．

【答案】100

【分析】先对所求多项式进行因式分解，再将已知条件整体代入计算即可．

【详解】解：    23 2 2 3 2 22 2m n m n mn mn m mn n mn m n       ，

将 5m n  ， 4mn  代入得：  2 2 4 25 1004 5mn m n    ．

24．若多项式      222 2 2 22 x y x y x y    的值为 0，则 x y 的值为________．

【答案】0

【分析】本题考查了因式分解的应用．根据平方差公式与完全平方公式因式分解，将原多项式化简为

 4x y ，再根据其值为 0，得到 0x y 

【详解】解：  2 2 2 2 2 22 ( ) ( )x y x y x y   

      222 22 x y x y x y x y       

      2 2 22 22 x y x y x y x y     

   2 22 22 2x y x y x y      
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   22 2 2 22 2 2x y x y x xy y        

   2 2 2 2 22 2 2x y x y x xy y     

   2 2 22x y x xy y   

   2 2x y x y  

 4x y  ，

由题意得  4 0x y  ，

解得 0x y  ．

故答案为：0．

题型 09.因式分解简便运算

25．利用因式分解计算： 2 2303 606 297 297    _____．

【答案】36

【分析】本题考查了因式分解的应用，利用因式分解可以简化计算，正确计算是解题的关键．

观察表达式，发现其符合完全平方公式的形式，通过完全平方公式进行因式分解简化计算．

【详解】解：原式 2 2303 2 303 297 297    

 2303 297 

26

36 ．

故答案为：36．

26．
3 3 3 3

3 3 3 3

(2 1)(3 1)(4 1)...(2020 1)
(2 1)(3 1)(4 1)...(2020 1)

   
   

的值最接近（ ）

A． 1
2 B．

2
3

C．
3
4

D．
4
5

【答案】B

【分析】本题主要考查因式分解的应用，利用立方和与立方差公式化简计算，即可得出答案．

【详解】解：由立方和、立方差公式可得，

   3 21 1 1n n n n     ，

   3 21 1 1n n n n     ，
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∴
 

  
  

23

3 2

1 11 1
22 11 1

n n nn n
nn n nn

   
 

   
，

∴
     
    
3 3 3 3

3 3 3

2 1 3 1 4 1 2020 1

2 1 1 1 2020 1

    

   

     
     

    
    

2 2 2

2 2 2

2 2 1 3 3 1 2020 2020 12 1 3 1 4 1 2020 1
2 1 3 1 4 1 2020 1 2 2 1 3 3 1 2020 2020 1

        
 

         


 

 
 

2

2

2020 2020 11 2
2020 2021 2 2 1

 
 

  

2
3



故选：B．

27．利用因式分解计算：
1 1 1 1 11 1 1 1 1
4 9 16 100 121

                           
         

 ．

【答案】
6
11

【分析】本题考查利用因式分解进行简算，利用平方差公式进行因式分解后，进行计算即可．

【详解】解：原式

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 3 3 4 4 10 10 11 11

                                                          
                   



1 3 2 4 3 5 9 11 10 12
2 2 3 3 4 4 10 10 11 11

          

1 12
2 11

 

6
11

 ．

题型 10.因式分解判定三角形形状

28．已知 , ,a b c为 ABC 的三边，且满足 2 2a b ac bc   ，则 ABC 的形状是______三角形．

【答案】等腰

【分析】将已知等式因式分解后，结合三角形三边关系得到三角形边的等量关系，即可判断三角形形状．

【详解】解： 2 2a b ac bc   ，

    a b a b c a b     ，

移项得      0a b a b c a b     ，

提取公因式得     0a b a b c    ，
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, ,a b c 为 ABC 的三边，

根据三角形三边关系可知 a b c  ，即 0a b c   ，

0a b   ，即 a b ，

ABC 是等腰三角形．

29．已知 ABC 的三边的边长分别是 a，b，c，且满足  2 2 22 2 0a b b a c c     ，判断此三角形的形状

为_____．

【答案】等边三角形/正三角形

【分析】本题考查完全平方公式的应用，将原式变形为    2 2 0a b b c    ，根据平方的非负性可得

a b ，b c ，进而可得 a b c  ，即可求解．

【详解】解：∵  2 2 22 2 0a b b a c c     ，

∴ 2 2 22 2 2 0a b ab bc c     ，

∴    2 2 2 22 2 0a ab b b bc c      ，

∴    2 2 0a b b c    ，

∴ 0a b  ， 0b c  ，

∴ a b ，b c ，

∴ a b c  ，

∴ ABC 是等边三角形，

故答案为：等边三角形．

30．分解因式 2 24 2 4x y x y   ，细心观察这个式子就会发现，前两项符合平方差公式，后两项可提取公

因式，前后两部分分别分解因式后会产生公因式，然后提取公因式就可以完成整个式子的分解因式了，

过程为：        2 24 2 4 2 2 2 2 2 2 2x y x y x y x y x y x y x y            这种分解因式的方法叫分组

分解法，利用这种方法解决下列问题：

(1)分解因式： 2 24 4a a b b   ；

(2) ABC 三边 a，b， c满足 2 0a ab ac bc    ，判断 ABC 的形状．

【答案】(1)  ( ) 4a b a b  

(2)等腰三角形

【分析】（1）应用分组分解法，把 2 24 4a a b b   分解因式即可．

（ 2）首先应用分组分解法，把 2 0a ab ac bc    分解因式，然后根据三角形的分类方法，判断出 ABC
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的形状即可．

【详解】（1）解： 2 24 4a a b b  

2 2 4 4a b a b   

    4a b a b a b    

  4a b a b    ；

（2） 2 0a ab ac bc    ，

    0a a b c a b     ，

   0a b a c    ，

0a b   或 0a c  ，

a b  或 a c ，

ABC 是等腰三角形．

题型 11.因式分解证明整除问题

31．若关于 x的二次三项式 22 7x x m  能被 3x  整除，则m的值为_____．

【答案】3

【分析】本题考查了整式的除法，根据题意设出多项式分解因式的结果是解题的关键．

根据题意设出多项式分解因式的结果，利用多项式乘多项式法则及多项式相等的条件即可求出m的值．

【详解】解：根据题意可设     2 22 7 3 2 2 6 3x x m x x a x a x a         ，

6 7,
3 ,

a
m a
 

 

解得
1,
3.

a
m


 

则m的值为3．

故答案为：3．

32．已知 ,m n均为正整数，且满足： 2 2025 0mn m n    ，则m n  ________．

【答案】2031

【分析】本题考查利用因式分解解方程，将方程通过因式分解转化为乘积形式，找到正整数解的可能组

合，进而求解m n ．
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将原方程转为为   1 2 2027m n   ，然后结合条件得出 2n  和 1m  为正整数，进而根据质数的因数只

有 1和它本身，得出 2n  和 1m  的值，只能分别为 1和 2027，分类讨论求出 ,m n的值，求出m n ．

【详解】解： 2 2025 0mn m n   

2 2 2025 2mn m n     

  1 2 2027m n   

2027是质数， ,m n均为正整数，

即 2027 1 2027  ，

当 1 1m  时， 2m  ，此时 2 2027n   ， 2029n 

故 2 2029 2031m n    ，

当 1 2027m   时， 2028m  ，此时 2 1n  ， 3n 

故 2028 3 2031m n    ，

综上， 2031m n  ．

故答案为：2031．

33．若正整数 1 2 3 9a a a a, , , , 满足
2 2 2 2
1 2 3 9a a a a    整除  21 2 3 9 1a a a a     ．请写出符合条件的

1 2 3 9a a a a, , , , 的一组数：____________________ ．

【答案】1，1，1，1，1，1，1，2，2

【分析】本题主要考查了数的整除，熟练掌握整除的意义是解题的关键．通过构造以 1为主的特殊正整数

组合，结合整除的定义验证是否满足条件．

【详解】解：设 7个正整数为 1，2个正整数为 2，

∴ 2 27 1 2 2 7 8 15      ，

∴    2 2 2
1 2 9 1 7 1 2 2 1 11 1 121 1 120a a a             ，

因为120 15 8  ，即 15能整除 120，满足题设中“正整数的平方和整除和的平方减 1”的条件，

故答案为：1，1，1，1，1，1，1，2，2．

题型 12.因式分解式子规律探究

34．我国古代数学的许多发现都位居世界前列，其中“杨辉三角”就是一例，如图所示，它给出了  na b

（ n为非负整数）的展开式（按 a的次数由大到小的顺序排列）的系数规律，例如：
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请利用以上规律求出  62 1x  的展开式
6 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1 0a x a x a x a x a x a x a      ，则 5a 的值是

________ ．

【答案】192

【分析】读懂题意并根据所给的式子寻找规律,将  62 1x  展开，即可求解．

【详解】解：观察发现，  4 4 3 2 2 3 44 6 4a b a a b a b ab b      ，

 5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5a b a a b a b a b ab b       ，

 6 6 5 4 2 3 3 2 4 5 66 15 20 15 6a b a a b a b a b a b ab b       

∴            6 6 5 4 3 22 3 4 5 62 1 2 6 2 1 15 2 1 20 2 1 15 2 1 6 2 1 1x x x x x x x                  ，

6 5 4 3 264 192 240 160 60 12 1x x x x x x       ，

∴ 5 192a  ．

35．观察规律： 2

1 1 1 1 3 31 1 1
2 2 2 2 2 4

              
    

，

2 2

1 1 1 1 1 1 1 3 2 4 21 1 1 1 1 1
2 3 2 2 3 3 2 2 3 3 3

                         
       

，

2 2 2

1 1 1 1 3 2 4 3 5 51 1 1
2 3 4 2 2 3 3 4 4 8

                  
   

，

若 2 2 2 2

1 1 1 1 10131 1 1 1
2 3 4 2025n

               
     

（ n为正整数），则 n的值为______．

【答案】 2025

【分析】本题考查了利用平方差公式的规律类运算，理解规律和掌握平方差公式是解题关键.根据题目中式

子的特点，利用平方差公式分解因式，然后约分即可求得答案.

【详解】解：∵ 2 2 2 2

1 1 1 1 10131 1 1 1
2 3 4 2025n

              
     

 ，

1 1 1 1 1 1 1 1 10131 1 1 1 1 1 1 1
20252 2 3 3 4 4 n n

                           
         

 ，

1 3 2 4 3 5 1 1 1013
2 2 3 3 4 4 2025

n n
n n
 

         ，

1 1 1013
2 2025

n
n


   ，

解得： 2025n  ，
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故答案为： 2025．

36．我国古代数学的许多创新与发展都曾居世界前列．其中“杨辉三角”（图 1）就是一例，其规律是：从

第三行起，每行两端的数都是“1”，其余各数都等于该数“两肩”上的数之和．如图 2中虚线标记的一列

数：1,3,6,10,15,，我们把第一个数记为 1a ，第二个数记为 2a ，第三个数记为 3,a ，第 n个数记为

na ，若
2

1 2027n na a   ，则 n的值是__________．

【答案】 2026

【分析】本题考查数的规律探索，关键是根据规律推导得出 na 的表达式，再通过代数运算建立方程求解．

【详解】解：观察图 2中虚线标记的一列数：1,3,6,10,15,可知：

1
1 21
2

a 
  ， 2

2 33
2

a 
  ， 3

3 46
2

a 
  ， ，

 1
2n

n n
a


  ；

则
  

1

1 2
2n

n n
a 

 
 ，

当
     2

1

1 1 2
2027

2 2n n

n n n n
a a

  
    时，

整理化简得 2 2( 1) 2027n  ，

n 为正整数，

1 2027n   ，

解得 2026n  ；

故答案为： 2026．

题型 13.新定义运算

37．定义：若一个正整数M 能表示成两个相邻偶数 a，  0b a b  的平方差，即 2 2M a b  ，且M 的

算术平方根是一个正整数，则称正整数M 是“双方数”．例如： 2 236 10 8  ， 36 6 ，36就是一个“双方
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数”．若将“双方数”从小到大排列，第 100个“双方数”为_____．

【答案】158404

【分析】本题主要考查了新定义下的实数运算，因式分解的应用等内容，解题的关键是找出规律．

根据新定义表示出“双方数”，然后进行因式分解，找出“双方数”的规律进行计算即可．

【详解】解：根据题意得， 2a b  ，

∴    22 22 2 4 1M b bb ba       ，

∵M 的算术平方根是一个正整数，

1b  是一个完全平方数，

1b 是奇数，

1b  只能是奇数的平方，从小到大依次是  22 2 21 3 5 2 1n、、、 、 ，

那么 “双方数”从小到大依次为  22 2 24 1 3 5 2 1n    、4 、4 、 、4 ，

第 100个“双方数”为 158404，

故答案为：158404．

38．我们规定：若一个正整数 A能写成 2A m mn  ，其中 m与 n都是两位数，且 m与 n的十位数字相

同，个位数字之和为 7，则称 A为“积减数”，并把 A分解成 2A m mn  的过程称为“积减分解”．例如：

因为 245 15 15 12   ，15与 12的十位数字相同，个位数字 5与 2的和为 7，所以 45是“积减数”．按照

这个规定，最小的“积减数”是______，把一个“积减数”A进行“积减分解”，即 2A m mn  ，将 m放在 n

的左边组成一个新的四位数 B，若 B与 m的差除以 17的余数为 15，则满足条件的所有正整数 A的和为

_______．

【答案】 14 568

【分析】本题考查了新定义，整式的运算，设 m的十位数字为 a，个位数字为 b，可得

(10 )(2 7)A a b b   ，然后求出“积减数”最小时， 1a  ， 4b  ；表示 1000 98 7B m a b    ，即可得到余

数为14 13 7a b  且
7 7
2

b  ，然后对 a，b取不同的整数解计算得到 A的值求和即可．

【详解】解： 2 ( )A m mn m m n    ，

设 m的十位数字为 a，个位数字为 b，则 10m a b  ，  10 7n a b   ，

∴ 2 (10 )(2 7)A m mn a b b     ，

∵“积减数”最小，又是正整数，

∴ 1a  ， 4b  ，
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∴最小的“积减数”是14；

∵    100 10 10 7B a b a b     ，

∴      100 10 10 7 10 1000 98 7B m a b a b a b a b           ，

∴
1000 98 7 14 13 758 5

17 17
a b a ba b   

   ，且
7 7
2

b  ，

当 4b  时，余数为  14 59 14 8 17 3a a     ，

即 9a  ，则 94A  ；

当 5b  时，余数为  14 72 14 4 17 4a a     ，

即 2a  ，则 75A  ；

当 6b  时，余数为14 85 14 17 5a a    ，无解；

当 7b  时，余数为  14 98 14 13 17 5a a     ，

即 5a  ，则 399A  ；

满足条件的所有正整数 A的和为94 75 399 568   ，

故答案为：14，568．

39．定义：对于任意四个有理数 a，b，c， d，定义一种新运算：
2 2a b
a d bc

c d
 

   
 

．

(1)求
1 2
3 4
  
 
 

的值；

(2)若  22
2

m n
m n

km n
 

  
 

，则 k  ______；

(3)若有理数m， n满足 3 5m n  ，且 2 2

4 4
13

4 2 4
m n
m n m n

  
   

．

①求mn的值；

②如图，四边形 ABCD是长方形，点 E， F ，G，H 分别在边 AB， BC，CD，DA上，连接 EG， FH

交于点 P，且 EG， FH 将长方形 ABCD分割成四个小长方形．若 9AB n ， 3BF n ， 3CF m ，

DG m ，在①的条件下，请直接写出由线段 EP， PH ，HC，CE围成的图形的面积．
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【答案】(1)11

(2) 4

(3)①2；②
33
2

【分析】本题考查了新定义，完全平方公式的变形求解以及因式分解的应用，熟练掌握新定义和完全平方

公式是解答本题的关键．

（1）根据
2 2a b
a d bc

c d
 

   
 

计算即可；

（2）根据
2 2a b
a d bc

c d
 

   
 

计算，再根据完全平方式的特征求解即可；

（3）①根据
2 2a b
a d bc

c d
 

   
 

得出      2 2 2 24 4 4 4 2 13m n m n m n      ，再结合 3 5m n  即可求出

2mn  ；

②根据图象可得由线段 EP， PH ，HC，CE围成的图形的面积为 EBC HDCABCD AEPHS S S S   矩形 矩形 ，化

简后代入 3 5m n  ， 2mn  即可求解；

【详解】（1）解：    2 21 2
1 4 3 2 1 16 6 11

3 4
  

          
 

；

（2）解：
2 24

2
m n

m kmn n
km n

 
   

 
；

∵  22
2

m n
m n

km n
 

  
 

，

∴   22 2 22 2 44 4m n m mnm nkmn n      

∴ 4k  ；

（3）解：①∵ 2 2

4 4
13

4 2 4
m n
m n m n

  
   

，
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∴      2 2 2 24 4 4 4 2 13m n m n m n      ，

∴ 2 29 13m n  ，

∴ 2( 3 ) 6 13m n mn   ，

∵ 3 5m n  ，

∴ 25 6 13mn  ，

∴ 2mn  ，

②由题意可知： EP， PH ，HC，CE围成的图形的面积 EBC HDCABCD AEPHS S S S S    长方形 长方形

1 19 (3 3 ) 3 3 9 (9 )(3 3 )
2 2

n n m mn m n n m n m          

2 2 227 127 27 3 (27 24 3 )
2 2

n mn mn mn n mn m       

2 2 227 27 327 27 3 12
2 2 2

n mn mn mn n mn m      

2 227 3 3
2 2 2
n mn m  

 23 3 7
2

n m mn    ，

将 3 5m n  ， 2mn  代入可得，
33
2

S  ．

题型 14.因式分解中配方法应用

40．将多项式  2 0ax bx c a   变形为  2a x m n  的形式，这样的方法叫做配方法．利用配方法和非负

数的性质可以求出多项式的最大（小）值．例如：  22 2 2 24 5 4 2 2 5 2 9x x x x x          ，

  22 0x   ，  22 9 9x     ，当 2x  时，多项式 2 4 5x x  有最小值 9 ．

已知 a，b为实数，多项式   3 3x x a  展开后 x的一次项系数为m，多项式   3 2x x b  展开后 x的一

次项系数为 n，且m， n均为正整数，则当 17m n  时， ab的最大值为______．

【答案】3

【分析】本题主要考查了完全平方公式的应用，非负数的性质，多项式乘以多项式，根据题意得出

9m a  ， 3 2n b  ，进而根据 17m n  ，可得 6 3a b  ，然后得出，根据配方法，即可求解．

【详解】解：∵     23 33 3 9x a x ax x a     

∴ 9m a  ，
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∵     23 22 3 3 2x xx b bx b    

∴ 3 2n b 

∵ 17m n 

∴ 9 3 2 17a b   

∴ 6 3a b 

∴   26 3 3 6ab b b b b    

 23 2 1 3b b    

 23 1 3b   

∵  23 1 0b  

∴  23 1 3 3b   

∴当 1b  时， ab的最大值为3，

故答案为：3．

41．我们知道， 2 22a ab b  和 2 22a ab b  这样的式子可以运用完全平方公式进行因式分解．有些多项式

不是完全平方式，我们可以用配方法将多项式进行分解，并解决一些最值问题．

例如：①分解因式： 2 2 3x x  ；

解：原式 2 2 2 22 1 1 3 ( 1) 4 ( 1) 2 ( 1 2)( 1 2)x x x x x x               

( 1)( 3)x x   ；

②求代数式 2 2 3x x  的最小值．

解：原式 2 22 1 1 3 ( 1) 4x x x        ，

∵ 2( 1) 0x   ，∴ 2( 1) 4 4x     ，

∴当 1x  时，代数式 2 2 3x x  有最小值 4 ．

结合以上材料解决下面的问题：

(1)分解因式： 2 8 7x x  ；

(2)当 x为何值时， 2 8 7x x  有最小值？最小值为多少？

(3)求证：无论 x，y取任何实数，代数式 2 2 4 6 15x y x y    的值恒为正数．

【答案】(1) ( 1)( 7)x x 

(2)当 4x  时，代数式 2 8 7x x  取最小值 9
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(3)见解析

【详解】（1）解： 2 8 7x x 

2 2 22 4 4 4 7x x      

2( 4) 9x  

( 4 3)( 4 3)x x    

( 1)( 7)x x   ；

（2）解： 2 8 7x x 

2 2 22 4 4 4 7x x      

2( 4) 9x  

∵ 2( 4) 0x  

∴ 2( 4) 9 9x    

当 4x  时，代数式 2 8 7x x  取最小值 9 ；

（3）解： 2 2 4 6 15x y x y   

2 2( 2) ( 3) 2x y    

∵ 2( 2) 0x   ， 2( 3) 0y  

∴ 2 2( 2) ( 3) 2 2x y    

∴无论 x，y取任何实数，代数式 2 2 4 6 15x y x y    的值恒为正数．

42．【阅读理解，自主探究】把代数式通过配凑等手段，得到完全平方式，再运用完全平方式是非负数这

一性质增加问题的条件，这种解题方法叫做配方法，配方法在代数式求值、解方程、最值问题等都有着

广泛的应用．

例 1：因式分解： 2 6 8a a  ．

解：原式        2 26 9 1 ( 3) 1 3 1 3 1 2 4a a a a a a a               ．

例 2：若 2 22 2 2 2M a ab b b     ，利用配方法求M 的最小值．

解： 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 1 1 ( ) ( 1) 1a ab b b a ab b b b a b b                ．

2( ) 0a b  ， 2( 1) 0b  ，

当 1a b  时，M 有最小值 1．

请根据上述阅读材料，解决下列问题：
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(1)用配方法因式分解： 2 12 35a a   ________；

(2)已知 2 2 22 2 4 6 13 0a b c ab b c       ，求 a b c  的值．

(3)已知 2 2 6 1P x y x    ， 22 4 13Q x y   ，试比较 P，Q的大小．

(4)若 ,a b为有理数且满足 2 2, 4 11ab a b P a ab b      ，求 P的最小值．

【答案】(1)   5 7a a 

(2) 1a b c   

(3)Q P

(4)3

【分析】本题考查了因式分解的应用，完全平方公式的应用．

（1）找到常数项为一次项系数一半的平方，然后整理成完全平方公式，再运用公式法进行分解因式，即

可作答；

（2）根据完全平方公式因式分解，再根据非负数的性质，求得 , ,a b c的值，代入代数式，即可求解；

（3）根据因式分解求得    2 23 2 1Q P x y      ，根据例 2的方法，即可求解；

（4）根据因式分解可得 2 2( 2) ( 2) 3P a b     ，同例 2的方法，即可求解．

【详解】（1）解：依题意，     22 2 212 35 12 36 1 6 1 7 5a a a a a a a            ，

故答案为：   5 7a a  ．

（2） 2 2 22 2 4 6 13 0a b c ab b c       ，

2 2 2 22 4 4 6 9 0a ab b b b c c          ，

2 2 2( ) ( 2) ( 3) 0a b b c       ，

又 2( ) 0a b  ， 2( 2) 0b   ， 2( 3) 0 c ，

0a b   ， 2 0b   ， 3 0c   ，

2a b    ， 3c  ，

 2 2 3 1a b c          ．

（3） 2 2 6 1P x y x    ， 22 4 13Q x y   ，

   2 2 22 4 13 6 1Q P x y x y x        

2 26 9 4 4 1x x y y      
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2 2 1( ) (3 2)x y    

2( 3) 0x   ， 2( 2) 0y  ≥ ，

1Q P  

Q P  ．

（4）解： ab a b  ，

2 24 11P a ab b    

 2 24 11a a b b    

2 24 4 11a a b b    

   2 24 4 4 4 3a a b b      

2 2( 2) ( 2) 3a b     ，

2 2( 2) 0, ( 2) 0a b    ，

当 2a b  时， P有最小值，最小值为 3，此时满足 2 2 2 2   ，

故答案为：3
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