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昆山市 2025-2026 学年第二学期高二数学期中考试模拟试题

一、单项选择题：

1. 已知函数   sinf x x mx  为增函数，则实数 m的取值范围为（ ）

A.  , 1  B.  1,1 C.  1,1 D.  1,

2. 函数   2 2lnf x a x bx a   在 1x  处有极小值 5，则 a b （ ）

A. 3 B.
15
4

C. 3 或
15
4

D.
15
4

 或 3

3. 已知    2 3 3ln3 1.1, 3 2 ln3 e , 3 3 ln3 e , ln 3a b c       ，则（ ）

A. a c b  B. b c a 

C. a b c  D. b a c 

4. 已知函数   2f x x a   ，   2exg x x ，若对任意的  2 1,1x   ，存在唯一的 1
1 ,2
2

x     
，使得

   1 2f x g x ，则实数 a的取值范围是（ ）

A.  e,4 B.
1e , 4
4

   
C.

1e , 4
4

  
 

D.
1 , 4
4

 
 
 

5. 在长方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 1AB BC  ， 1 3AA  ，异面直线 1AD 与 1DB 所成角的余弦值为

A.
1
5

B. 5
6

C. 5
5

D. 2
2

6. 设O是平面 ABC外一点，点 P满足条件
3 1 1
4 8 8

OP OA OB OC  
   

，则直线 AP

A. 与平面 ABC平行 B. 是平面 ABC的斜线

C. 是平面 ABC的垂线 D. 在平面 ABC内

7. 已知 , ,m n l是三条不同的直线， , ,   是三个不重合的平面，则下列说法错误的是（ ）

A. 若 , ,m m n     ，则 n  ．

B. 若m与 n异面， ,l m l n  ，则存在 ，使得 , / / , / /l m n   ．

C. 若 , , l         ，则 l  ．

D. 若 / / , / / ,m n    ，则m n ．
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8. 若过点  ,a b 可以作曲线 exy  的两条切线，则（ ）

A. eb a B. ea b

C. 0 eba  D. 0 eab 

二、多项选择题：

9. 已知实数 a，b， c满足

1
2ln 2ba c


  ，则下列关系式中可能成立的是（ ）

A. c b a  B. a c b 

C. c a b  D. a b c 

10. 关于空间向量，以下说法正确的是（ ）

A. 空间中的三个向量，若有两个向量共线，则这三个向量一定共面

B. 已知 a b
 

，则 a

，b

与任何向量都不构成空间的一组基

C. 若 BA


， BM


， BN


不构成空间的一组基，那么空间四点 , , ,A B M N 共面；

D. 设{   }a b c
  
，， 是空间的一组基，则{   }a b b c c a  

     
， ， 也是空间的一组基

11. 如图，已知正方体 ABCD— 1111 DCBA 的棱长为 1，P为正方形底面 ABCD内一动点，则下列结论正确

的有（ ）

A. 三棱锥 1B - 11AD P的体积为定值

B. 存在点 P，使得 1 1D P AD

C. 若 1 1D P B D ，则 P点在正方形底面 ABCD内的运动轨迹是线段 AC

D. 若点 P是 AD的中点，点 Q是 1BB 的中点，过 P，Q作平面α垂直于平面 1 1ACC A ，则平面α截正方体

1 1 1ABCD ABC D 的截面周长为 3 2
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12. 甲箱中有5个红球，2 个白球和3个黑球，乙箱中有 4 个红球，3个白球和3个黑球．先从甲箱中随机

取出一球放入乙箱，分别以 1 2,A A 和 3A 表示由甲箱取出的球是红球，白球和黑球的事件；再从乙箱中随机

取出一球，以 B表示由乙箱取出的球是红球的事件，则（ ）

A. 事件 B与事件 3A 相互独立 B.  1
5
9

P A B 

C.  2
6

55
P A B  D.   9

22
P B 

三、填空题：

13. 一个病人服用某种新药后被治愈的概率为 0.9.则服用这种新药的 4 个病人中至少 3 人被治愈的概率为

_______（用数字作答）．

14. 已知函数 ( )f x 是定义在 ( ,0) (0, )  上的奇函数，且 (1) 0f  .若 0x  时， '( ) ( ) 0xf x f x  ，

则不等式 ( ) 0f x  的解集为__________．

15. 在平行六面体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 12, 2, 4AB AD AA   ， 1 1 60BAD BAA DAA    ，

则 1BC 与 1CA 所成角的正弦值为______．

16. 如图，已知菱形 ABCD中，边长为 2, 60ABC  ，沿对角线 AC折叠之后，使得平面 BAC 平面

DAC，则二面角 B CD A  的余弦值为__________.

四、解答题：

17. 已知空间三点 (0, 2,3)A ， ( 2,1,6)B  ， (1, 1,5)C  .

（1）求以 AB，AC为邻边的平行四边形的面积；

（2）设 ( ,1, 1)D x  ，若 A，B，C，D四点共面，求 x的值
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18. 已知函数      21 11 ln , 0
2 2

f x x a x a R a      .

（1）当时 2a  ，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程；

（2）若对任意的  1,x   ，都有   0f x  成立，求 a的取值范围.
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19. 如图，在三棱锥 P ABC 中， AB BC ， 2AB  ， 2 2BC  ， 6PB PC  ，BP，AP，BC的

中点分别为 D，E，O， 5AD DO ，点 F在 AC上， BF AO .

（1）证明： / /EF 平面 ADO；

（2）证明：平面 ADO 平面 BEF；

（3）求二面角D AO C  的正弦值.
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20. 已知函数    3 2f x x ax bx c x    R 在
2
3

x   处取得极值，其图象在点   1, 1f 处的切线与直

线 2 0y   平行．

（1）求 ,a b的值；

（2）若对任意  1,2x  ，都有   2f x c 恒成立，求 c的取值范围．
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21. 某年级有 6 名数学老师，其中男老师 4 人，女老师 2 人，任选 3 人参加校级技能大赛.

（1）设所选 3 人中女老师人数为 X ，求 X 的方差；

（2）如果依次抽取 2 人参加县级技能大赛，求在第 1 次抽到男老师的条件下，第 2 次抽到也是男老师的

概率.
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22. 已知函数     1e ln , e
e

xf x x x g x x    .

（1）求函数  f x 在  , 1 0t t t  上的最小值；

（2）证明：当 0x  时，    xf x g x .
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昆山市 2025-2026 学年第二学期高二数学期中考试模拟试题

答案与解析

一、单项选择题：

1. 已知函数
  sinf x x mx 

为增函数，则实数 m的取值范围为（ ）

A.  , 1  B.  1,1 C.  1,1 D.  1,

【答案】A

【解析】

【分析】由题意   0f x  恒成立，从而可得出答案.

【详解】   cosf x x m   ，由函数   sinf x x mx  为增函数

所以   cos 0f x x m    恒成立，即 cosm x

由 1 cos 1x   ，所以 1m  

故选：A

2. 函数   2 2lnf x a x bx a   在 1x  处有极小值 5，则 a b （ ）

A. 3 B.
15
4

C. 3 或
15
4

D.
15
4

 或 3

【答案】A

【解析】

【分析】根据极值点的导数为 0 和极值点处的函数值条件求出 ,a b的值，再进行验证即可求解.

【详解】   2af x bx
x

   ，由题意得
 

2

1 2 0
(1) 5
f a b
f b a

  


 


 
，

即   22 10 2 2 5 0a a a a      ，解得
2

1
a
b
 

 
或

5
2

5
4

a

b

 

  


，

当 2, 1a b   时，   2 2 22 xf x x
x x
     ，

当  0,1x 时，   0f x  ， ( )f x 单调递减，

当  1,x  时，   0f x  ， ( )f x 单调递增，

所以 1x  时， ( )f x 取得极小值，符合题意；
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当
5 5,
2 4

a b   时，   5 5 5 5
2 2 2

xf x
x x


   ，

当  0,1x 时，   0f x  ， ( )f x 单调递增，

当  1,x  时，   0f x  ， ( )f x 单调递减，，

所以 1x  时， ( )f x 取得极大值，不符合题意；

所以 2, 1a b   ， 3a b   .

故选：A .

3. 已知    2 3 3ln3 1.1, 3 2 ln3 e , 3 3 ln3 e , ln 3a b c       ，则（ ）

A. a c b  B. b c a 

C. a b c  D. b a c 

【答案】D

【解析】

【分析】首先根据作差法比较 a与b的大小关系，然后构造函数   ln xf x
x

 ，利用导数判断函数单调性，

借助函数的单调性即可比较b与 c即 a与 c的大小关系.

【详解】已知   23 2 ln3 ea   ，   33 3 ln 3 eb   ，

则          2 3
3 3

3 2e eln 3 3 ln 33e 2 ln 3 3 3 ln 3
3 2 ln 3 e 3 3 ln 3 e

e e
a b  

             

 
3

3 2e 3 (1 e) ln 3
e

  
 .

由于 ln 3 1.1 ，所以  2e 3 1 e ln3 0    ，得 a b .

令   ln xf x
x

 ，则  

2

2
2

2

eln e33 2 ln 3 e
e 3
3

a f  
     

 
，  

3

3
3

3

eln e33 3 ln 3 e
e 3
3

b f  
     

 
，

 3 ln 3ln 3 3
3

c f   .

而   2

1 ln xf x
x
  且 0x  ，

当  0,ex 时，   0f x  ，即  f x 在  0,ex 上单调递增；

当  e,x  时，   0f x  ，即  f x 在  e,x  上单调递减，
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由于
3e 3 e

3
  ，  

3e 3
3

f f
 

  
 

，即b c .

若
ln xt
x

 有两个解，则 1 21 x e x   ，
e
10,t   

 
，

所以 1 1ln x tx ， 2 2ln x tx ，所以 1 2 1 2ln lnx x tx tx   ， 1 2 1 2ln lnx x tx tx   ，

即
2 1

2 1

ln lnx xt
x x





，    1 2 1 2ln x x t x x  ，

令    2 1
ln

1
x

g x x
x


 


（ 1x  ），则    
 

21
0

1
x
x x

xg


  


，

故  g x 在  1, 上单调递增，所以    1 0g x g  ，

即在  1, 上，
 2 1

ln
1

x
x

x





.

若
2

1

xx
x

 ，则有

2

12

21

1

2 1
ln

1

x
xx
xx
x

 
 

 


，即
2 1

2 1 2 1

ln ln 2x x
x x x x



 

.

故  1 2

2
ln

tt
x x

 ，所以
2

1 2 ex x  .

当
2

1
e
3

x  时，有 2 3x  ，故    
2

2
e 3
3

f f x f
 

  
 

，即 a c ；

综上所述b a c  .

故选：D

【点睛】方法点睛：在比较大小中常用的方法有三种：

（1）作差法比较大小，即若 0a b > ，则 a b ，否则 a b ；

（2）作商法比较大小，即若 1a
b

（ 0b  ），则 a b ，否则 a b ；

（3）构造函数，根据函数单调性比较大小.

4. 已知函数   2f x x a   ，   2exg x x ，若对任意的  2 1,1x   ，存在唯一的 1
1 ,2
2

x     
，使得

   1 2f x g x ，则实数 a的取值范围是（ ）
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A.  e,4 B.
1e , 4
4

   
C.

1e , 4
4

  
 

D.
1 , 4
4

 
 
 

【答案】B

【解析】

【分析】利用导数求  g x 在 1,1 上的值域记作集合A ，利用二次函数的单调性求  f x 在
1 ,2
2

 
  

上的

值域记作集合 B，根据题意可得 A B ，可得关于 a的不等式组，解不等式即可.

【详解】由   2exg x x 可得    22 e e 2 ex x xg x x x x x     ，

当 1 0x   时，   0g x  ；当0 1x  时，   0g x  ；

所以   2exg x x 在  1,0 单调递减，在  0,1 单调递增，

所以    min 0 0g x g  ，   1 11 e
e

g    ，  1 eg  ，

所以   2exg x x 在 1,1 上的值域为 0,e ，记  0,eA 

  2f x x a   的对称轴为 0x  ，
1 1 1
2 2 4

f f a         
   

，  2 4f a  ，

且   2f x x a   在
1 , 2
2

 
  

上单调递减，所以   14,
4

f x a a     
，

记
14,
4

B a a     
，

若对任意的  2 1,1x   ，存在唯一的 1
1 ,2
2

x     
，使得    1 2f x g x ，

则 A B ，所以

4 0
1 e
4

a

a

 



 
，解得：

1e 4
4

a   ，

所以实数 a的取值范围是
1e , 4
4

   
，

故选：B

5. 在长方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 1AB BC  ， 1 3AA  ，则异面直线 1AD 与 1DB 所成角的余

弦值为
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A.
1
5

B. 5
6

C. 5
5

D. 2
2

【答案】C

【解析】

【详解】分析：先建立空间直角坐标系，设立各点坐标，利用向量数量积求向量夹角，再根据向量夹角与

线线角相等或互补关系求结果.

详解：以 D 为坐标原点，DA,DC,DD1为 x,y,z 轴建立空间直角坐标系，则

1 1(0,0,0), (1,0,0), (1,1, 3), (0,0, 3)D A B D ,所以 1 1( 1,0, 3), (1,1, 3)AD DB  
 

,

因为
1 1

1 1
1 1

1 3 5cos ,
52 5

AD DBAD DB
AD DB

  
  



  
  ，所以异面直线 1AD 与 1DB 所成角的余弦值为

5
5

，选

C.

点睛：利用法向量求解空间线面角的关键在于“四破”：第一，破“建系关”，构建恰当的空间直角坐标

系；第二，破“求坐标关”，准确求解相关点的坐标；第三，破“求法向量关”，求出平面的法向量；第

四，破“应用公式关”.

6. 设O是平面 ABC外一点，点 P满足条件
3 1 1
4 8 8

OP OA OB OC  
   

，则直线 AP

A. 与平面 ABC平行 B. 是平面 ABC的斜线

C. 是平面 ABC的垂线 D. 在平面 ABC内

【答案】D

【解析】

【分析】利用空间向量运算法则得到
1 1
8 8

AP AB AC 
  

，得到答案.

【详解】
3 1 1
4 8 8

OP OA OB OC  
   

，则
1 1 1
4 8 8

AP OP OA OA OB OC     
     

1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8
OB OA OC OA AB AC     
     

.

故直线 AP在平面 ABC内.

故选：D.

【点睛】本题考查了根据空间向量判断直线在平面内，意在考查学生的计算能力和空间想象能力.

7. 已知 , ,m n l是三条不同的直线， , ,   是三个不重合的平面，则下列说法错误的是（ ）

A. 若 , ,m m n     ，则 n  ．

B. 若m与 n异面， ,l m l n  ，则存在 ，使得 , / / , / /l m n   ．
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C. 若 , , l         ，则 l  ．

D. 若 / / , / / ,m n    ，则m n ．

【答案】D

【解析】

【分析】利用线线、线面、面面关系的判定与性质一一判断即可.

【详解】对选项 A，若 ,m m   ，则 / /  ，又 n  ，∴ n  ．选项 A 正确；

对选项 B，在 l上取点Q，分别作 ,m n的平行线 ,m n ，这两条相交直线确定平面 ，

因为 / / , ,m m m m    ，则 / /m  ，同理可证 / /n  ，

因为 , , / / , / /l m l n m m n n   ，所以 ,l m l n   ，又因为m n Q   ， ,m n    ，

所以 l  ，故 B 正确；

对选项 C，设 ,a b      ，在平面 内任取一个不在直线 ,a b上的点 P，

过点 P作直线 ,PA a PB b  ，垂足分别为点 ,A B．

又因为 PA  ， PB  ， ,     ，

,PA PB    ，又 ,l l   ，故 ,l PA l PB  ，

又因为 , ,PA PB P PA PB  平面 ，从而 l  ．故选项 C 正确；

对选项 D，直线 ,m n的位置关系可以是任意的，比如设 l   ，n  且 / /n l，m  ， / /m l，则



友果培优 www.yogor.cn 与优秀为友

友果，专注昆震提招培训。17751295132 15

根据平行的传递性知 //m n，故 D 错误.

故选：D.

8. 若过点  ,a b 可以作曲线 exy  的两条切线，则（ ）

A. eb a B. ea b

C. 0 eba  D. 0 eab 

【答案】D

【解析】

【分析】解法一：根据导数几何意义求得切线方程，再构造函数，利用导数研究函数图象，结合图形确定

结果；

解法二：画出曲线 xy e 的图象，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x轴上方时才可以作出两条切

线.

【详解】在曲线 xy e 上任取一点  , tP t e ，对函数 xy e 求导得 exy  ，

所以，曲线 xy e 在点 P处的切线方程为  t ty e e x t   ，即  1t ty e x t e   ，

由题意可知，点  ,a b 在直线  1t ty e x t e   上，可得    1 1t t tb ae t e a t e      ，

令    1 tf t a t e   ，则     tf t a t e   .

当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递增，

当 t a 时，   0f t  ，此时函数  f t 单调递减，

所以，    max
af t f a e  ，

由题意可知，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点，则  max
ab f t e  ，

当 1t a  时，   0f t  ，当 1t a  时，   0f t  ，作出函数  f t 的图象如下图所示：
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由图可知，当 0 ab e  时，直线 y b 与曲线  y f t 的图象有两个交点.

故选：D.

解法二：画出函数曲线 xy e 的图象如图所示，根据直观即可判定点  ,a b 在曲线下方和 x轴上方时才可

以作出两条切线.由此可知0 ab e  .

故选：D.

【点睛】解法一是严格的证明求解方法，其中的极限处理在中学知识范围内需要用到指数函数的增长特性

进行估计，解法二是根据基于对指数函数的图象的清晰的理解与认识的基础上，直观解决问题的有效方法.

二、多项选择题：

9. 已知实数 a，b， c满足
1
2ln 2ba c


  ，则下列关系式中可能成立的是（ ）

A. c b a  B. a c b  C. c a b  D. a b c 

【答案】BCD

【解析】

【分析】设
1
2ln 2ba c t


   ，得到 eta  ， 2logb t ， 2

1c
t

 ，分别作出 exy  ， 2logy x ， 2

1y
x

 的

图象，结合图象，即可求解.

【详解】根据题意，设
1
2ln 2ba c t


   ，其中 0t  ，则 eta  ， 2logb t ， 2

1c
t

 ，

在同一坐标系中分别画出函数 exy  ， 2logy x ， 2

1y
x

 的图象，

当 1t x 时， c a b  ；当 2t x 时， a c b  ；当 3t x 时， a b c  ，
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由此可以看出，不可能出现 c b a  这种情况.

故选：BCD.

10. 关于空间向量，以下说法正确的是（ ）

A. 空间中的三个向量，若有两个向量共线，则这三个向量一定共面

B. 已知 a b
 

，则 a

，b

与任何向量都不构成空间的一组基

C. 若 BA


， BM


， BN


不构成空间的一组基，那么空间四点 , , ,A B M N 共面；

D. 设{   }a b c
  
，， 是空间的一组基，则{   }a b b c c a  

     
， ， 也是空间的一组基

【答案】ACD

【解析】

【分析】根据空间向量的共面定理以及空间基底的定义，逐项判定，即可求解.

【详解】对于 A 中，根据共线向量的概念，可知空间中的三个向量，若有两个向量共线，则这三个向量一

定共面，所以 A 正确；

对于 B 中，当 a b
 

时，若 c

与a

、b

不共面，则 a


、b

、 c

可构成空间的一个基底，所以 B 错误；

对于 C 中，若BA


、 BM


、 BN


不构成空间的一个基底，则BA


、 BM


、 BN


3个向量在同一平面内，所

以 , , ,A B M N 共面，所以 C 正确；

对于 D 中，由{   }a b c
  
，， 是空间中的一组基底，则向量   a b c

  
，， 不共面，

可得向量 , ,a b b c c a  
     

也不共面，所以{ , , }a b b c c a  
     

也是空间中的一组基底，所以 D 正确.

故选：ACD．

11. 如图，已知正方体 ABCD— 1111 DCBA 的棱长为 1，P为正方形底面 ABCD内一动点，则下列结论正确
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的有（ ）

A. 三棱锥 1B - 11AD P的体积为定值

B. 存在点 P，使得 1 1D P AD

C. 若 1 1D P B D ，则 P点在正方形底面 ABCD内的运动轨迹是线段 AC

D. 若点 P是 AD的中点，点 Q是 1BB 的中点，过 P，Q作平面α垂直于平面 1 1ACC A ，则平面α截正方体

1 1 1ABCD ABC D 的截面周长为 3 2

【答案】ACD

【解析】

【分析】结合选项逐个求解，体积问题利用锥体体积公式可得，垂直问题利用向量求解，截面周长根据截

面形状可求.

【详解】对于 A，P为正方形底面 ABCD时，三棱锥 1 11P A B D 的高不变，底面积也不变，所以体积为定

值，所以 A 正确；

对于 B，以 D为坐标原点，建立如图所示的空间直角坐标系，

设  , ,0P x y ，则    1 0,0,1 , 1,0,0D A ，  1 , , 1D P x y 


，  1 1,0,1AD  


；

若 1 1D P AD ，则 1 1 0D P AD 
 

，即 1x   ，与题意矛盾，所以 B 不正确；

对于 C，  1 1,1,1DB 


，由 1 1D P B D 得 1x y  ，所以 P的轨迹就是线段 AC，所以 C 正确；

对于 D，因为 1,BD AC BD AA  ，所以 BD 平面 1 1ACC A ；
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因为平面 平面 1 1ACC A ，所以 / /BD 平面 ；

以 BD为参照线作出平面 与正方体各个侧面的交线，如图，易知每个侧面的交线均相等，长度为
2

2
，

所以截面周长为3 2 ，所以 D 正确.

故选：ACD.

【点睛】正方体中的动点问题，可以借助空间向量来处理，把位置关系，角度关系转化为向量运算.

12. 甲箱中有5个红球，2 个白球和3个黑球，乙箱中有 4 个红球，3个白球和3个黑球．先从甲箱中随机

取出一球放入乙箱，分别以 1 2,A A 和 3A 表示由甲箱取出的球是红球，白球和黑球的事件；再从乙箱中随机

取出一球，以 B表示由乙箱取出的球是红球的事件，则（ ）

A. 事件 B与事件 3A 相互独立 B.  1
5
9

P A B 

C.  2
6

55
P A B  D.   9

22
P B 

【答案】BD

【解析】

【分析】由全概率公式可计算得到 D 正确；根据贝叶斯公式可知 B 正确；根据      2 2 2P A B P A P B A

可知 C 错误；由      3 3P A B P A P B 可知 A 错误.

【详解】由题意知：  1
5 1

10 2
P A   ，  2

2 1
10 5

P A   ，  3
3

10
P A  ，  1

5
11

P B A  ，  2
4

11
P B A  ，

 3
4

11
P B A  ，

             1 1 2 2 3 3P B P A P B A P A P B A P A P B A    1 5 1 4 3 4 9
2 11 5 11 10 11 22

       ，D 正确；

   
 

   
 

1 11
1

1 5
52 11

9 9
22

P A P B AP A B
P A B

P B P B


    ，B 正确；

     2 2 2
1 4 4
5 11 55

P A B P A P B A    ，C 错误；
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     3 3 3
3 4 6

10 11 55
P A B P A P B A    ，    3

3 9 27
10 22 220

P A P B    ，

     3 3P A B P A P B  ，事件 B与事件 3A 不相互独立，A 错误.

故选：BD.

三、填空题：

13. 一个病人服用某种新药后被治愈的概率为 0.9.则服用这种新药的 4 个病人中至少 3 人被治愈的概率为

_______（用数字作答）．

【答案】0.9477

【解析】

【分析】由题意知，本题符合独立重复试验条件，分情况讨论：若共有 3 人被治愈，若共有 4 人被治愈，

分别代入独立重复试验公式得到结果．最后求和．

【详解】解：由题意知本题分情况讨论：若共有 3 人被治愈，则 3 3
1 4 (0.9) (1 0.9) 0.2916P C    ；

若共有 4 人被治愈，则 4
2 (0.9) 0.6561P   ，

至少有 3 人被治愈概率 1 2 0.9477P P P   ．

故答案为：0.9477．

【点睛】判断是否为独立重复试验的关键是每次试验事件A 的概率不变，并且每次试验的结果同其他各次

试验的结果无关，重复是指试验为一系列的试验，并非一次试验，而是多次，但要注意重复事件发生的概

率相互之间没有影响．

14. 已知函数 ( )f x 是定义在 ( ,0) (0, )  上的奇函数，且 (1) 0f  .若 0x  时， '( ) ( ) 0xf x f x  ，

则不等式 ( ) 0f x  的解集为__________．

【答案】 ( , 1) (0,1)  

【解析】

【详解】分析：构造函数
( )( ) f xg x
x

 ，由 ( )g x 的单调性结合 ( )f x 的奇偶性可得解．

详解：设
( )( ) f xg x
x

 ，则 2

'( ) ( )'( ) xf x f xg x
x


 ，当 0x  时，由已知得 '( ) 0g x  ， ( )g x 为增函数，

由 ( )f x 为奇函数得 ( 1) (1) 0f f    ，即 ( 1) 0g   ，∴当 1x   时
( )( ) 0f xg x
x

  ， ( ) 0f x  ，当

1 0x   时，
( )( ) 0f xg x
x

  ， ( ) 0f x  ，又 ( )f x 是奇函数，∴当0 1x  时， ( ) 0f x  ， 1x  时，
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( ) 0f x  ．∴不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( , 1) (0,1)   ．

故答案为 ( , 1) (0,1)   ．

点睛：本题考查考查用导数研究函数的单调性，解题关键是构造新函数，注意根据已知导数不等式构造新

函数，常见的新函数有 ( ) ( )g x xf x ，
( )( ) f xg x
x

 ， ( ) ( )xg x e f x ，
( )( ) x

f xg x
e

 ．

15. 在平行六面体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 12, 2, 4AB AD AA   ， 1 1 60BAD BAA DAA    ，

则 1BC 与 1CA 所成角的正弦值为______．

【答案】
5 7
14

【解析】

【分析】先利用基底表示向量 1 1,BC CA
 

，再利用向量的夹角公式和同角三角函数的平方关系即可求解.

【详解】由题意有 1 1 1BC BC CC AD AA   
    

， 1 1 1CA CB BA AA AB AD AA      
      

，

所以     2

1 1 1 1BC CA AD AA AB AD AA AD AB AD           
         

2 22

1 1 1 1 1 1= cos60 cos60AD AA AA AB AD AA AA AB AD AD AA AB AA          
            

1 12 2 4 2 4 16 6
2 2

          ，

 22 2 22 2

1 1 1 1 1 12 2 cos60BC AD AA AD AD AA AA AD AD AA AA        
          

14 2 2 4 16 28
2

       ，

所以 1 2 7BC 


，又

 22 2 2 2

1 1 1 1 1= + 2 2 2CA AB AD AA AB AD AA AB AD AB AA AD AA          
            

2 2 2

1 1 12 cos60 2 cos60 2 cos60AB AD AA AB AD AB AA AD AA       
        

1 1 14 4 16 2 2 2 2 2 4 2 2 4 12
2 2 2

                ，

所以 1 2 3CA 


，

所以
1 1

1 1
1 1

6 21cos ,
142 7 2 3

BC CABC CA
BC CA


  



  
  ，

所以

2

2
1 1 1 1

21 5 7sin , 1 cos , 1
14 14

BC CA BC CA
 

      
 

   
，
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故答案为：
5 7
14

.

16. 如图，已知菱形 ABCD中，边长为 2, 60ABC  ，沿对角线 AC折叠之后，使得平面 BAC 平面

DAC，则二面角 B CD A  的余弦值为__________.

【答案】
5

5

【解析】

【分析】根据题意建立空间直角坐标系，根据二面角余弦值的空间向量求解方法进行计算即可.

【详解】设菱形 ABCD的边长为 2，取 AC的中点O，连接 BO，DO，所以 BO AC ，

因为平面 BAC 平面DAC，平面BAC平面DAC AC ， BO 平面 BAC ，

所以 BO 平面DAC，

又因为OD 平面DAC，所以 BO OD .

如图，建立空间直角坐标系，

则  1,0,0C ，  0,0, 3B ，  0, 3,0D ，

所以  31,0,BC  


，  1, 3,0CD  


．

设平面 BCD的一个法向量为  , ,n x y z


，则
3 0

3 0

BC n x z

CD n x y

    


    

 
  ，

令 1z  ，则  3,1,1n  ，
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易知，平面CDA的一个法向量为  0,0,1m 


，

所以
1 5cos ,

51 5
m n  


 

，

设二面角 B CD A  为 ，由图可知二面角 B CD A  为锐角，即
π0
2

＜ ＜ ，

所以
1 5cos cos ,

51 5
m n   


 

，所以二面角 B CD A  的余弦值为
5

5
．

故答案为：
5

5

四、解答题：

17. 已知空间三点 (0, 2,3)A ， ( 2,1,6)B  ， (1, 1,5)C  .

（1）求以 AB，AC为邻边的平行四边形的面积；

（2）设 ( ,1, 1)D x  ，若 A，B，C，D四点共面，求 x的值

【答案】（1）7 3

（2） 5x 

【解析】

【分析】（1）由空间向量的数量积得夹角后求解

（2）由空间向量共面定理求解

【小问 1 详解】

由已知，得：

( 2, 1,3)AB   


， (1, 3,2)AC  


，

2 3 6 1cos cos ,
2| | | | 4 1 9 1 9 4

AB ACA AB AC
AB AC

   
      

     

  
 

∴
3sin

2
A  ，

∴
3| | | | sin 14 14 7 3

2
S AB AC A      

 

∴以 AB，AC为邻边的平行四边形的面积为7 3

【小问 2 详解】
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由 ( ,1, 1)D x  ，得： ( , 1, 4)AD x  


∵A，B，C，D四点共面

∴存在实数， ，使得 AD AB AC  
  

∴ ( , 1, 4) ( 2, 1,3) (1, 3,2)x         ，即得：

2
3 1

3 2 4

x 
 
 

  
   
   

解得： 2   ， 1  ，∴ 5x 

18. 已知函数      21 11 ln , 0
2 2

f x x a x a R a      .

（1）当时 2a  ，求曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程；

（2）若对任意的  1,x   ，都有   0f x  成立，求 a的取值范围.

【答案】（1） 2 2 0x y   ；（2）  , 0 .

【解析】

【分析】（1）当 2a  时，求得   3f x x
x

   ，得到  1 2f    ，  1 0f  ，结合直线的点斜式方程，

即可求解；

（2）由题意得到  1,x   ，  min
0f x  ，求得    2 1x a

f x
x

 
  ，分 0a  和 0a  类讨论，分别

求得函数的单调性和最小值，即可求解.

【详解】（1）当 2a  时，   21 13ln
2 2

f x x x   的定义域为  0, ，

可得   3f x x
x

   ，所以  1 2f    ，又由  1 0f  ，

所以曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线方程为  0 2 1y x    ，即 2 2 0x y   .

（2）对任意的  1,x   ，要使   0f x  成立，只需任意的  1,x   ，  min
0f x  .

又由      
2 11 1
x aaf x x x

x x
      ，

当 1 1a   时，即 0a  时，  f x 在 1, 上是增函数，所以只要    min
1 0f x f  ，从而

   1 11 1 ln1 0
2 2

f a     ，所以 0a  满足题意；

当 1 1a   时，即 0a  时， 1 1a   ，
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所以  f x 在 1, 1a  上是减函数， 1,a   上是增函数，

从而  0 1, 1x a   时，    0 1 0f x f  与   0f x  矛盾，故 0a  不满足题意.

综上所述，实数 a的取值范围是  , 0 .

19. 如图，在三棱锥 P ABC 中， AB BC ， 2AB  ， 2 2BC  ， 6PB PC  ，BP，AP，BC的

中点分别为 D，E，O， 5AD DO ，点 F在 AC上， BF AO .

（1）证明： / /EF 平面 ADO；

（2）证明：平面 ADO 平面 BEF；

（3）求二面角D AO C  的正弦值.

【答案】（1）证明见解析；

（2）证明见解析； （3） 2
2

.

【解析】

【分析】（1）根据给定条件，证明四边形ODEF 为平行四边形，再利用线面平行的判定推理作答.

（2）法一：由（1）的信息，结合勾股定理的逆定理及线面垂直、面面垂直的判定推理作答.法二：过点 B

作 z轴平面 BAC，建立如图所示的空间直角坐标系，设  , ,P x y z ，所以由

14

6

6

PA

PB

PC

 
 
 

求出 P点坐标，

再求出平面 ADO与平面 BEF的法向量 1 2,n n
 

，由 1 2 0n n 
 

即可证明；

（3）法一：由（2）的信息作出并证明二面角的平面角，再结合三角形重心及余弦定理求解作答.法二：求

出平面 ADO与平面 ACO的法向量，由二面角的向量公式求解即可.

【小问 1 详解】

连接 ,DE OF，设 AF tAC ，则 (1 )BF BA AF t BA tBC    
    

，
1
2

AO BA BC  
  

，BF AO ，
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则
2 21 1[(1 ) ] ( ) ( 1) 4( 1) 4 0

2 2
BF AO t BA tBC BA BC t BA tBC t t             

      
，

解得
1
2

t  ，则 F 为 AC的中点，由 , , ,D E O F 分别为 , , ,PB PA BC AC的中点，

于是
1 1/ / , , / / ,
2 2

DE AB DE AB OF AB OF AB  ，即 ,/ /DE OF DE OF ，则四边形ODEF 为平行

四边形，

/ / ,EF DO EF DO ，又 EF 平面 ,ADO DO 平面 ADO，

所以 / /EF 平面 ADO .

【小问 2 详解】

法一：由（1）可知 //EF OD，则
66,

2
AO DO  ，得

305
2

AD DO  ，

因此
2 2 2 15

2
OD AO AD   ，则OD AO ，有 EF AO ，

又 ,AO BF BF EF F  ， ,BF EF 平面 BEF，

则有 AO 平面 BEF，又 AO 平面 ADO，所以平面 ADO 平面 BEF .

法二：因为 AB BC ，过点 B作 z轴平面 BAC ，建立如图所示的空间直角坐标系，

     2,0,0, , 0,0,0 , 0, 2 2,0A B C ，

在 BDA△ 中，

2 2 2
3 154 12 2cos

2 6 62 2
2

DB AB DAPBA
DB AB

  
    


 

，

在 PBA△ 中，
2 2 2 12 cos 6 4 2 6 2 14

6
PA PB AB PB AB PBA  

            
 

，
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设  , ,P x y z ，所以由

14

6

6

PA

PB

PC

 
 
 

可得：

 

 

2 2 2

2 2 2

22 2

2 14
6

2 2 6

x y z
x y z

x y z


   

   


   

，

可得： 1, 2, 3x y z    ，所以  1, 2, 3P  ，

则
1 2 3, ,
2 2 2

D
 
  
 

，所以
1 2 3, ,
2 2 2

E
 
  
 

，  1, 2,0F ，

  5 2 32, 2,0 , , ,
2 2 2

AO AD
 

     
 

 

设平面 ADO的法向量为  1 1 1 1, ,n x y z


，

则
1

1

0

0

n AO

n AD

  


 

 

  ，得

1 1

1 1 1

2 2 0

5 2 3 0
2 2 2

x y

x y z

  


   


，

令 1 1x  ，则 1 12, 3y z  ，所以  1 1, 2, 3n 


，

 1 2 3, , , 1, 2,0
2 2 2

BE BF
 

   
 

 

设平面 BEF的法向量为  2 2 2 2, ,n x y z


，

则
2

2

0

0

n BE

n BF

  


 

 

  ，得
2 2 2

2 2

1 2 3 0
2 2 2

2 0

x y z

x y


  


  

，

令
2

2x  ，则 2 22, 0y z   ，所以  2 2, 2,0n  


，

 1 2 2 1 2 2 0 0n n       
 

，

所以平面 ADO 平面 BEF；

【小问 3 详解】

法一：过点O作 / /OH BF 交 AC于点 H ，设 AD BE G ，
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由 AO BF ，得HO AO ，且
1
3

FH AH ，

又由（2）知，OD AO ，则 DOH 为二面角D AO C  的平面角，

因为 ,D E分别为 ,PB PA的中点，因此G为 PAB 的重心，

即有
1 1,
3 3

DG AD GE BE  ，又
1
3

FH AH ，即有
3
2

DH GF ，

2
3 154 4 62 2cos

6 2 2 62 2
2

PAABD
   

  
 

 
，解得 14PA  ，同理得

6
2

BE  ，

于是 2 2 2 3BE EF BF   ，即有 BE EF ，则

2 2

2 1 6 6 5
3 2 2 3

GF
   

         
   

，

从而
15
3

GF  ，
3 15 15
2 3 2

DH    ，

在 DOH△ 中，
1 3 6 15, ,
2 2 2 2

OH BF OD DH    ，

于是

6 3 15
24 4 4cos

26 32
2 2

DOH
 

   
 

，

2
2 2sin 1

2 2
DOH

 
      

 
，

所以二面角D AO C  的正弦值为
2

2
.

法二：平面 ADO的法向量为  1 1, 2, 3n 


，

平面 ACO的法向量为  3 0,0,1n 


，

所以
1 3

1 3
1 3

3 2cos ,
21 2 3

n nn n
n n


  
 

  
  ，

因为  1 3, 0, πn n 
 

，所以 2
1 3 1 3

2sin , 1 cos ,
2

n n n n  
   

，
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故二面角D AO C  的正弦值为
2

2
.

20. 已知函数    3 2f x x ax bx c x    R 在
2
3

x   处取得极值，其图象在点   1, 1f 处的切线与直

线 2 0y   平行．

（1）求 ,a b的值；

（2）若对任意  1,2x  ，都有   2f x c 恒成立，求 c的取值范围．

【答案】（1）
1 , 2
2

a b   

（2）    , 1 2,   

【解析】

【分析】（1）根据题意得

 

2 0
3

1 0

f

f

     










，求出 ,a b，并检验；

（2）原不等式等价于
3 2 21 2

2
x x x c c    ，对  1,2x  恒立，令   3 21 2

2
g x x x x   ，利用导数

可求该函数的最大值后可得的取值范围.

【小问 1 详解】

因为   23 2f x x ax b    ，

由题意可得

 

2 0
3

1 0

f

f

     










，即

4 4 0
3 3
3 2 0

a b

a b

   

   

，解得

1
2

2

a

b

  

  

，

所以     23 2 1 3 2f x x x x x       ，

故当
2
3

x   或 1x  时，   0f x  ，  f x 单调递增，

当
2 1
3

x   时，   0f x  ，  f x 单调递减，符合题意，

所以
1
2

a   ， 2b   .

【小问 2 详解】

由   2f x c ，即
3 2 21 2

2
x x x c c    ，则

3 2 21 2
2

x x x c c    ，对任意  1,2x  ，

令   3 21 2
2

g x x x x   ，则      23 2 1 3 2g x x x x x       ，
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当
2
3

x   或 1x  时，   0g x  ，  g x 单调递增，

当
2 1
3

x   时，   0g x  ，  g x 单调递减，

所以  g x 在
21,
3

   
 

上单调递增，在
2 ,1
3

  
 

上单调递减，在  1,2 上单调递增，

又
2 22
3 27

g    
 

，  2 2g  ，故    max
2 2g x g  ，

所以 2 2c c  ，解得 1c   或 2c .

所以 c的取值范围为    , 1 2,   .

21. 某年级有 6 名数学老师，其中男老师 4 人，女老师 2 人，任选 3 人参加校级技能大赛.

（1）设所选 3 人中女老师人数为 X ，求 X 的方差；

（2）如果依次抽取 2 人参加县级技能大赛，求在第 1 次抽到男老师的条件下，第 2 次抽到也是男老师的

概率.

【答案】（1）
2
5

（2）
3
5

【解析】

【分析】（1） X 的所有可能取值为 0，1，2，求出概率得到分布列，利用期望公式结合方差公式即可得答

案．

（2）结合分步计数原理以及排列知识，利用条件概率转化求解即可．

【小问 1 详解】

X 的所有可能取值为 0，1，2，依题意得：  
3
4
3
6

C 10
C 5

P X    ，  
2 1
4 2

3
6

C C 31
C 5

P X    ，

 
1 2
4 2

3
6

C C 12
C 5

P X    ，

X 的分布列为：

X 0 1 2

P
1
5

3
5

1
5
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所以
1 3 1( ) 0 1 2 1
5 5 5

E X        ，

     2 2 21 3 1 2( ) 0 1 1 1 2 1
5 5 5 5

D X          

【小问 2 详解】

设第 1 次抽到男老师为事件A ，第 2 次抽到男老师为事件 B

则第 1 次和第 2 次都抽到男老师为事件 AB，

根据分步计数原理   1 1
4 5A A 20n A   ，   2

4A 12n AB   ．

所以
( ) 12 3( )
( ) 20 5

n ABP B A
n A

   ．

22. 已知函数     1e ln , e
e

xf x x x g x x    .

（1）求函数  f x 在  , 1 0t t t  上的最小值；

（2）证明：当 0x  时，    xf x g x .

【答案】（1）当
10 et
e


  时，      min
1 ln 1f x e t t    ；当

1
t
e
时，  min

lnf x et t  ；当

1 1e t
e e


  时，  min 2f x  .

（2）见详解

【解析】

【分析】(1)根据题意，求导，讨论函数  f x 在  , 1 0t t t  上的单调性，即可求解.

(2)根据题意，先证 xe ex ，放缩得
2 2 1lnex x x ex

e
   ，化简后构造新函数，即可证明.

【小问 1 详解】

由   e lnf x x x  ，得   1 1exf x e
x x

    ，  0,x  ，

令   0f x  ，得 1 0ex   ，即
1x
e

 ，因此函数  f x 在
10,
e

 
 
 

上单调递减，在
1 ,
e

  
 

上单调递增.

①当
10 1t
e

   ，即
10 et
e


  时，函数  f x 在  , 1 0t t t  上单调递减，因此

       min
1 1 ln 1f x f t e t t      ；

②当
1

t
e
时，函数  f x 在  , 1 0t t t  上单调递增，因此    min

lnf x f t et t   ；



友果培优 www.yogor.cn 与优秀为友

友果，专注昆震提招培训。17751295132 32

③当
1 1t t
e

   ，即
1 1e t
e e


  时，函数  f x 在
1,t
e

 
 
 

上单调递减，在
1 , 1t
e

  
 

上单调递增，因此

 min

1 11 ln 2f x f
e e

     
 

.

综上所述，当
10 et
e


  时，      min
1 ln 1f x e t t    ；当

1
t
e
时，  min

lnf x et t  ；当

1 1e t
e e


  时，  min 2f x  .

【小问 2 详解】

证明：设   xh x e ex  ，  0,x  ，则   xh x e e   ，易得函数  h x 在  0,1 上单调递减，在  1,

上单调递增，因此    min
1 0h x h  ，故 xe ex 恒成立.

要证    xf x g x ，只需证
2 1ln xex x x xe

e
   ，

因为 xe ex ，所以
21 1xxe ex

e e
   ，

故只需证
2 2 1lnex x x ex

e
   （因 1x  时，左边小于右边，所以可以带等号），即

1lnx x
e

  .

令   lnx x x  ，则   ln 1x x   ，易得函数  x 在
10,
e

 
 
 

上单调递减，在
1 ,
e

  
 

上单调递增，因

此   1 1x
e e

      
 

，故
1lnx x
e

  .

因此当 0x  时，    xf x g x .

【点睛】分类讨论思想是高中数学一项重要的考查内容.分类讨论思想要求在不能用统一的方法解决问题的

时候，将问题划分成不同的模块，通过分块来实现问题的求解，体现了对数学问题的分析处理能力和解决

能力.


